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Chap 19 Polynoémes.

Et s7il ne fallait retenir que cing points ?

1. Tout polynéme non nul de degré n admet au plus n racines (comptées avec leur
multiplicité). Ainsi pour montrer qu'un polynéme est nul, on montre qu’il admet plus de racines
que son degré, ou si le degré ne peut étre déterminé, on montre qu’il en admet une infinité. En
particulier pour montrer que deux polynémes sont égaux, on peut montrer que la différence est
le polynéme nul par la méthode précédente.

2. Théoréme de D’Alembert-Gauss. Il peut prendre plusieurs formes :
a) Tout polynéme non constant de C[X] admet une racine.
b) Tout polynéme P de C[X] est scindé, c’est-a-dire qu’il est produit de polyndéme de degré 1 :
P=p]l— (X =)
c¢) Tout polynéme P non constant de C[X] admet autant de racines (comptées avec leur multi-
plicité) que le degré de P
d) Les polynémes irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1.

3. Décomposition d’un polynéme a coefficients réels. Tout polynéme P se décompose de la

fagon suivante :
S

P = % H(X — )\Z)n H(X2 + aiX + bl)s’
1=0 =0

ol p est le coeflicient dominant, A; les racines réelles de P et a;, b; des réels tels que a% —4b; < 0.

Plusieurs remarques s’imposent :

a) si on désire l'unicité de la décomposition, il faut choisir les \; différents et les couples (a;, b;)
différents.

b) les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynéomes de degré 1 et ceux de degré 2 avec un
A négatif.

¢) Pour décomposer un polynéome de R[X] en produit de polynomes irréductibles, on le décom-
pose sur C[X] et on regroupe les racines conjuguées (Savoir refaire par exemple X2" — 1).

4. Caractérisation de la multiplicité des racines avec la dérivée :

PN =0 si k<r

)\ est racine d’ordre r de P <— { P(r)()\) £0



5. Relations entre les coefficients et les racines d’un polyndéme scindé. Si le polynéme P
s’écrit a, X" + ...+ ag alors la somme S = o7 et le produit P = o, des racines vaut :
ag

an—1
P=(-1)"—
an, (=1) an,

S=-

6. Degré et valuation d’une somme ou d’un produit.
a) Deg(PQ) = Deg(P) + Deg(Q) Val(PQ) = Val(P) + Val(Q).
b) Deg(P + Q) < Max(Deg(P), Deg(Q)) Val(P+ Q) > Min(Val(P),Val(Q)).

7. Savoir utiliser les algorithmes classiques tels que la division euclidienne, 1’algorithme
d’Euclide, de Horner.
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Polynoémes.

Questions de cours

10.

Soient P et @ des polynémes de R[X] ayant respectivement pour coefficients (ay,) et
(by). Déterminer les coefficients du produit PQ en fonction de (a,) et (b,). Montrer
a l'aide de cette formule que le polynéme constant 1 est I’élément neutre pour le
produit.

Donner la définition du degré et de la valuation d’un polynéme. (Vous donnerez en
particulier les valeurs de deg(0) et val(0)). Puis exprimer deg(P + Q), val(P + Q),
deg(PQ) et val(PQ) en fonction de deg(P), deg(Q), val(P) et val(Q) pour P et @

des polynomes.

Donner la définition de P divise ) ot P et () sont des polynémes. Est-ce une relation
d’ordre ? Quand dit-on que deux polyndémes sont associés et comment les reconnait-
on?

Expliquer une méthode permettant de déterminer le reste d’une division euclidienne
sans la poser. Expérimenter votre méthode pour calculer le reste de la division eu-
clidienne de (cos(6) + X sin())" par X2 + 1.

Donner la définition d’une racine d’un polynéme P ainsi que son ordre de multiplicité,
puis donner (sans preuve) la caractérisation de 'ordre de multiplicité d’une racine
a laide de la dérivée. Montrer enfin que si A est racine d’ordre n de P alors A est
racine d’ordre n — 1 de P’, avec n dans N* et P dans R[X].

Quelle relation existe-t-il entre le degré d’un polynéome P et le nombre de ses racines.
Qu’est qu’un polynéme scindé ? Donner un exemple de polyndéme scindé, puis un non
scindé. Montrer qu’il n’existe pas de polynéme P nul sur [0, 1] et non nul sur R\ [0, 1]

Exprimer la somme des racines et le produit des racines d’un polyndéme en fonc-
tion de ses coefficients. En déduire la somme et le produit des racines n**™® d’un
nombre complexe a non nul, avec n dans N*. Puis résoudre, & 'aide des polyndémes,
le systéme :

r + y= 9
rzy = 14

Donner la définition d’un polynéme irréductible puis montrer qu’un polynéme de
degré 2 ou 3 n’ayant pas de racines est irréductible. Donner un contre-exemple mon-
trant que le résultat est faux pour un degré quelconque.

Donner la liste des polynémes irréductibles de C[X] puis de R[X]. Expliquer comment
décomposer un polynéme de R[z] en produit de polynémes irréductibles sur R. Tester
votre méthode que le polynome X8 + 1.

Donner le théoréme de d’Alembert-Gauss. Quels sont les polynomes scindés de C[X] 7
Expliquer. Montrer que seuls les polynomes constants de C[X] peuvent étre pério-
diques.

(I11)

(111)

(IV)

(IV)
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Ezercices types

Exercice 1 - Une méthode pour calculer la puissance d’une matrice.

Considérons la matrice :

1. Calculer (A — 2I)2.
2. Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par (X — 2)2.

3. En déduire A™.

Exercice 2 - Polynémes de Tchbitchev.

Considérons la suite de polyndémes définis par Ty = 1, 71 = X et par la relation :
Vn € N*, Tn+1 = 2XT, —T,_1

Montrer que pour tout n de N on a : deg(T},) = n.
Montrer que pour tout n de N*, le coefficient dominant de T}, est 271
Montrer que : Vn € N, Vz € R, ,T},(cos(z)) = cos(nx).

Soit n € N, montrer que T, est le seul polynéome vérifiant : V € R, T,,(cos(x)) = cos(nz)

ARl

Montrer que pour tout n de N :

Tn = 2”: <z>(—1)§X""“(1 — X?)2

n
2k — 1
6. Sin > 1, montrer que T}, = 2"} H (X — cos ( W))
P 2n

Exercice 3 - Polynémes de Lagrange

Soit ag, ..., a, des réels distincts.

1. Soit 4 fixé. Trouver un polynéme de degré inférieur ou égal a n, nul en tous les a;, ¢ # j et valant
lena;

2. Montrer que ce polynémes est unique, on le note L;.

3. Soit Ag, ..., A, dans R. Montrer qu’il existe un unique polynéme valant \; en a;. Exprimez-le en
fonction des L;.
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FEzxercices

Voler, c’est quand on a trouvé un objet

avant qu’il ne soit perdu.
Coluche.

Vratr - Faux

Exercice 1.

Soit P =a, X"+ ...4+ag et Q@ = by, X™ + ...+ by deux polynoémes de R[X] de degré respectifs n et
m. Déterminer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses :

1.

SN el

m—+n k
PQ est le polynéme Z e XF avec ¢, = Z a;bp_;.
k=0 i=0

deg(P + Q) = Sup(deg(P), deg(Q))

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

Un polyndéme est constant si et seulement si deg(P) = 0.
K[X] est un anneau intégre.

S’il existe deux polynémes A et R tel que P = QA + R, alors R est le reste de la division
euclidienne de P par Q).

Le reste de la division euclidienne de 4 = (X — 2)?" + (X — 1)" — 2 par le polynéme B =
(X —1)(X —2)est R=—1.

8. P/Q signifie qu’il existe A dans R tel que @ = A\.P.

9. X%+ 1 est un polynéme irréductible sur R.

10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.
17.
18.

X4 — 1 a 4 racines distinctes sur C.

A est racine d’ordre r de P s’il existe @) dans R[X] tel que P = (X — \)".Q
Un polynéme sans racine dans R est irréductible.

Si P est scindé, la somme des ses racines vaut —GZ—;I

Si P est scindé, le produit des racines de P vaut —Z—Z

Si z est dans C, alors (X — 2)(X — z) est un polynome de R[X]
Seuls les polyndmes constants vérifient P(X 4+ 1) = P(X).
X325 4 23X17 — 14X6 + 1 admet une racine réelle.

Tout polynéme de C[X] de degré n admet exactement n racines distinctes.



Niveau 1

Exercice 2.

1. Effectuer la division euclidienne de X% + aX? + bX + ¢ par X2+ X + 1.
2. Donner le reste de la division euclidienne de X' par X3 — X2 — X + 1.
3. Donner le reste de la division de (cos(f) + X sin())" par X2 + 1

Exercice 3.

Tout polynéme de R[X], de degré impair admet une racine dans R

Exercice 4.

Que dire d’un polynéme P de C[X] tel que sa fonction polynéme associée est périodique ?

Exercice 5.

ry =

Soit « et S des nombres complexes. Résoudre dans C le systéme : { z+y

Il
™ R

Exercice 6.

Que dire des nombres complexes A1, A2 et A3 vérifiant A} + A5 + A\ = 0 pour 1 <p <3

Exercice 7.

Montrer que si les sommes A + XJ + X; pour 1 < p < 3 sont réels et si [A1] # [A2| # |As] alors A Ag
et A3 sont réels.

Exercice 8.

Factoriser X* + 1 dans R[X].

Exercice 9.

Soit 1, z2, x3, les racines complexes du polynéme X3 + pX + ¢ de C[X]. Calculer

1 1 1 1 1 1 T T T T T x
b gty o T B T P (o) (2 + 23) (22 + 23)
1 €To I3 €Ty T5 .TB I T T o I3 T3

Exercice 10.

Soient P = X"sin(f) — X sin(nf) +sin((n —1)0) et Q = X2 —2Xcos(f)+1 avec § % 0 [27].
Montrer que P est un multiple de Q.



Niveau 2

Exercice 11.

Donner une condition sur n pour que 1 4+ X + X2 divise 1 + X" + X?»

Exercice 12.

Soit P un polynéme scindable sur R.
1. Montrer que P’ est scindable.
2. Montrer que AP + P’ est scindable, pour tout A de R.

Exercice 13.

Soit P = X" 4+ ap_1 X" ' + a1 X" ' + ... + ap un polynéme unitaire de degré n. montrer que les

n—1
racines de P dans C sont inclues dans le disque D(0, R) avec R = Maxz(1, Z lak|)
k=0

Exercice 14.

Soit P un polynéme scindable de R[X], montrer que P'> — P.P” > 0 (Indication : considérez la fraction
P'/P).

Exercice 15.

Résoudre 62° — 4124+ 9723 — 9722 + 412 — 6 = 0. Pour cela, on pourra trouver une racine évidente puis
pour trouver les autres racines on pourra factoriser par z2 et faire le changement de variable X = x—{—%

Exercice 16.

=1
Trouver u, v et w dans S* tels que utvtw
uwvaw =1
Niveau 3

Exercice 17.

Trouver tous les polynémes de R[X] scindables sur R et & coefficients dans {—1,1}

Indice : on pourra chercher & montrer que le degré d’un tel polynome est de degré inférieur a 3 en
utilisant l'inégalité arithmético-géométrique et 1'inégalité de Cauchy-Schwarz.



Exercice 18.

Soit n dans N* et P = (a;) dans C,,[X]. Le polynéme P est dit réciproque de premiére espéce (resp.
de deuxiéme espéce) si et seulement si pour tout k de {1,...,n}, on a: ap = a,_x (resp. ax = —a,_).
On notera PR, (C) (resp. PR;, (C)) I'ensemble de ces polynomes.

1. Montrer que X" P (%) est un polynome et que :
)="P

P e PRI (C) «— X"P(
{ -

PePR,(C) < X"P(

= e

2. Montrer que si P est dans PR, (C) alors 1 est racine de P.
3. Montrer que si P est dans PR, (C) et que n est impair alors -1 est racine de P.

4. Montrer que si P est dans PR, (C) et que n est pair alors il existe un polynéome @ de degré 5

vérifiant P = x%Q (X + %)

Exercice 19.

En factorisant X®—1 déterminer la valeur exacte de cos (%) En déduire une construction du pentagone
régulier.

Exercice 20.

1. Etablir que pour n dans N et 6 dans R\ 77Z, on a :

sin(2n + 1)0 = sin?"*1(9) Z( nH"- kCQanotcm o
k=0

n

2. En déduire les racines réelles du polynomes P, (X) = Z( nrke2k X 11

3. Calculer alors

k=1

= o km = 1
Z cotan _

4. Vérifier que pour 0 €]0; 5[, on a : sin(f) < 0 < tan(h).

1 72
257

5. En déduire la formule :

Exercice 21.

Soit # = { P € R[X] / 3A,B € R[X], P = A + B?}
1. Montrer que H est stable par X.
2. Montrer que : P>0= P € H



Exercice 22.

n—1
k
1. Calculer p = H sin(—w) (Indication : considérer (X +1)" — 1
n
k=1

n—1
k .
2. Calculer p(#) = H sin(6 + —W) (Indication : considérer (X + 1) — e2n?
n
k=1
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Quelques exercices corrigés

Exercice 6.

Que dire des nombres complexes A1, A2 et A3 vérifiant A} + A5 + )\g =0pourl1 <p<3

S1 =Sy =53=0donc o1 =09 =03 =0, ainsi A1, 2 et A3 sont les racines de X?3.

Exercice 7.

Montrer que si les sommes A} + M) + M} pour 1 < p < 3 sont réels et si [A\1] # [A2| # [A3] alors A1 Ag
et A3 sont réels.

S1 ,So et Ss réels implique o, o9 et 3 réels, ainsi A1, Ag et A3 sont les racines de X3 — o1 X2+ 09X —03.
Le polynéme est a coefficients réels, donc si z est racine, z aussi. Comme |\1| # |2 # |\3| alors le
conjugué ne peut étre que lui-méme.

Exercice 16.

u+v4+w=1

Trouver u, v et w dans S' tels que
wvw =1

Réflexe : on connait o1 et 3. Peut-on avoir g9 ?

1 - -
co=wHuwt+rvrw=—+—-—+-=ut+v+w=0=1
w o ou v

Donc u, v et w sont les racines de X? — X2 + X3 — X4 = (X — 1)(X? + 1). Donc (u,v,w) = (1,4, —i)
a permutation pres.

Exercice 17.

Trouver tous les polynémes de R[X] scindables sur R et & coefficients dans {—1,1}

Indice : on pourra chercher & montrer que le degré d’un tel polynome est de degré inférieur a 3 en
utilisant I'inégalité arithmético-géométrique et 1'inégalité de Cauchy-Schwarz.



Soit P un polynéme de degré n scindé a coefficients dans {—1,1}. Notons Aj,..., A, ses n racines
réelles. On a alors d’aprés les relations coefficients-racines :

A+...+ A =1
Al x...ox Ay =1
N+ +22 = M+ )20+ A3 +..) = 1+£2 < 3
En utilisant 'inégalité arithmético-géométrique, on a :
1
I = n\/ |)‘1)\n| < E(|)‘1|++|)‘n|) (1)
De plus, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec les vecteurs 7(|/\1 [, ooy [Anl) et o (%, ce %),

on obtient :

1 2 ) o [ 1 1 3
g(‘)\l‘—i--i-un’) < ()\1+...+/\n) ﬁ—i_.”_'_ﬁ SE

En utilisant I’équation 1, on trouve n < 3. Il suffit donc de faire la liste des polynémes de degré inférieur
ou égal a 3 scindé a coefficients dans {—1,1} :

Degré 0: P=1ou P=—1
Degré1: P=X—-1,P=X+1,P=—-X—-1ouP=-X+1.

Degré 2 : On choisit les polynémes avec A >0: P=X?+X -1, P=X?2-X-1,P=-X?+X+1
ou P=—-X2—-X+1.

Degré 3 : Remarquons que dans ce cas 1a, il doit y avoir égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Ainsi les vecteurs U et ¥ sont colinéaires. Les |Aq], ..., |An| sont donc tous égaux. Le polynome est
donc de la forme P = +(X — X\)?(X + A) avec A valant 1 ou —1. On trouve P = +(X3 — X2 — X +1)
et P=£(X?+X?-X—1).
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Devoir maison

Probléme - Polynémes de Tchebitchev pour les sinus

1. a) Montrer que pour tout n de N qu’il existe un unique polynéme U,, de R[X] tel que :

VneN, VteR, sin(nt) = sin(t)-U,(cost)

b) Montrer que : Vn € N*, Uy, 1(X) = 2XUp(X) — Up—1(X).
c¢) Déterminer les polynomes Uy, Uy, Us, Us, Uy et Us.

d) Pour tout n de N, déterminer le degré et le coefficient dominant de Uy,.

2. a
b

) Déterminer les racines du polynéme U,,.
)

En déduire la factorisation de U, en produit de polynémes irréductibles dans R[X].



