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Chap 10 Opérations élémentaires sur une matrice.
Et s’il ne fallait retenir que trois points ?

1. Opérations élémentaires sur les matrices. Effectuer une opération élémentaire sur les lignes
(resp. sur les colonnes) d’une matrice A revient à multiplier à gauche (resp. à droite) par une
matrice d’opération élémentaire. Ces matrices sont les matrices de transvections, dilatations et
transpositions, elles sont inversibles

2. Pivot de Gauss. Il faut savoir utiliser le pivot de Gauss sur une matrice pour la transformer en
matrice échelonnée ou échelonnée réduite. Cette méthode est utile pour. . .

• Trouver l’inverse d’une matrice A . Si la échelonnée réduite obtenue est la matrice unité, la
matrice A est inversible. Pour trouver A−1, il suffit d’effectuer les mêmes OE sur la matrice
unité.

• Trouver le rang d’une matrice : c’est le nombre de pivots trouvés dans la matrice échelonnée
(pas nécessairement réduite) obtenue. Propriétés essentielles :

∗ Le rang d’une matrice n’est pas modifié par la multiplication d’une matrice inversible
à gauche ou à droite.

∗ Pour tout matrice A, on a : rg(A) = rg(tA).

∗ Si on réduit la matrice suivant les colonnes, on trouve le même nombre de pivot. Ce
nombre là est donc aussi le rang.

• Trouver les solutions d’un système linéaire. On effectue le pivot de Gauss sur la matrice
augmentée du système. On rappelle que :

∗ S’il y a un pivot sur la dernière colonne (la colonne liée aux constantes), le système n’a
pas de solutions.

∗ Sinon on distingue les variables principales des variables secondaires ; les variables prin-
cipales étant exactement les variables dont la colonne correspondante contient un pivot.
On exprime ensuite les variables principales en fonction des variables secondaires pour
écrire l’ensemble solution.

∗ Si le système n’a que des variables principales et qu’il n’y a pas de pivot dans la dernière
colonne, le système a une unique solution. On dit que c’est un système de Cramer.

∗ Le système est un système de Cramer si et seulement si le determinant de la matrice
associée au système (matrice non augmentée) est non nul.
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• Calculer le déterminant d’une matrice carrée A. On transforme la matrice en une matrice
échelonnée donc triangulaire supérieure en se rappelant des effets des opérations élémentaires
sur le déterminant :

Opérations élémentaires Effet sur le déterminant
Li ←− Li + λLj Aucun
Ci ←− Ci + λCj

Li ←→ Lj déterminant multiplié
Ci ←→ Cj par -1
Li ←− λLi déterminant multiplié
Ci ←− λCi par λ

Ensuite, le determinant de la matrice triangulaire supérieure est le produit des éléments sur
la diagonale.

3. Propriétés fondamentales du déterminant.

a) det(A) 6= 0 si et seulement si A inversible.

b) det(AB) = det(A)det(B)

c) Si A est inversible alors det(A−1) = det(A)−1

d) det(tA) = det(A)

e) Développement suivant une ligne ou une colonne d’un déterminant.
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Chap 10 Opérations élémentaires sur une matrice.
Questions de cours

1. Donner la liste des OE sur les lignes et sur les colonnes, puis les matrices d’OE qui
leur sont associées avec leurs noms. Comment peut-on faire une OE avec une matrice
d’OE ?

(I)

2. Rappeler la méthode pour trouver l’inverse d’une matrice en utilisant les OE sur les
lignes. Est-ce que cela fonctionne si on utilise plutôt des OE sur les colonnes ? un
mélange d’OE sur les lignes et les colonnes ? Illustrer votre méthode en inversant si
possible la matrice : 


2 1 2
4 1 1
6 2 3




(II)

3. Donner la définition du rang d’une matrice et deux de ses propriétés. (II)

4. Rappeler la méthode pour résoudre un système avec le pivot de Gauss. Illustrer votre
méthode avec les systèmes :

{
6x + 9y = 3
4x + 6y = 3

et
{

6x + 9y = 3
4x + 6y = 2

(III)

5. Donner la définition du déterminant ainsi que 3 propriétés (IV)

6. Expliquer l’influences des OE sur un déterminant puis expliquer une méthode pour
calculer un déterminant avec les OE sur les lignes. Est-ce que cela fonctionne si on
utilise plutôt des OE sur les colonnes ? un mélange d’OE sur les lignes et les colonnes ?
Illustrer votre méthode en calculant le déterminant :

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 4 1 3
3 2 0 2
4 0 0 4
5 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

(IV)
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Chap 10 Opérations élémentaires sur une matrice.
Exercices types

Exercice 1 - Résolution d’un système avec paramètre.

Résoudre





6x + 4y + z = 11
y + 3z = 4

3x + 4y + 2z = 9
x + 3y + z = λ

Exercice 2 - Introduction à la diagonalisation de matrice.

Considérons les matrices

A =




1 1 1
−1 3 1
0 1 2


 X =




x
y
z


 P =




1 1 1
1 0 1
−1 1 1




1. Montrer qu’il existe trois valeurs de λ pour que le système AX = λX n’ait pas une unique
solution. On note λ1, λ2 et λ3 ces valeurs de λ. Ces valeurs sont appelés les valeurs propres de A.

2. Montrer que pour λ = λ1, les solutions du système sont des multiples d’un vecteur U1 que l’on
déterminera. Réalisez le même travail sur U2 et U3. On dit que ces vecteurs sont les vecteurs
propres associées aux valeurs propres.

3. Montrer que P est inversible et déterminer P−1. La matrice P est appelée la matrice de passage.
4. Montrer que P−1AP est une matrice diagonale. En déduire la valeur de An.

Exercice 3 - Déterminant de Vandermonde.

Soit x0, . . . xn des réels. On considère pour tout n de N, le déterminant suivant :

Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 x20 . . . xn0
1 x1 x21 . . . xn1
...

. . .
...

1 xn x2n . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1. Soit P un polynôme unitaire de degré n. Montrer que :

Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 . . . xn−1
0 P (x0)

1 x1 . . . xn−1
1 P (x1)

...
. . .

...
1 xn . . . xn−1

n P (xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2. Déterminer un polynôme P unitaire de degré n s’annulant pour x0,. . . ,xn−1

3. En déduire que si les (ai) sont distincts alors Vn 6= 0.
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Chap 10 Opérations élémentaires sur une matrice.
Exercices

"Ce qui est affirmé sans preuve,
peut être nié sans preuve."

Euclide

Vrai - Faux

Exercice 1.

Déterminer si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

1. Un système linéaire AX = B admet une unique solution si et seulement si det(A) 6= 0.

2. det(A.B) = det(A).det(B).

3. det(A+B) = det(A) + det(B).

4. Toute matrice inversible est produit de matrices d’opérations élémentaires.

5. Si un système a au moins deux solutions, il est a une infinité.

6. Pour trouver l’inverse de A =

(
2 1
1 1

)
, il suffit d’effectuer les opérations élémentaires suivantes

sur I2 : L1 ←− L1 − L2 et C1 ←− C1 − C2.

Niveau 1

Exercice 2.

Calculer les déterminants suivants :

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 3
1 2 3 0
2 3 0 1
3 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 0
1 0 0 1
1 1 0 1
1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 1 2
1 3 1 3
2 1 0 6
1 1 1 7

∣∣∣∣∣∣∣∣
D4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
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Exercice 3.

1. Calculer l’aire du parallélogramme construit sur les vecteurs −→u
(

3
2

)
et −→v

(
4
1

)

2. Calculer le volume du parallélépipède construit sur les vecteurs

−→u




3
2
1


 −→v




1
3
2


 −→w




4
2
1




3. Montrer que le volume d’un parallélépipède dont les sommets sont des points de R3 à coefficients
entiers est un nombre entier

Niveau 2

Exercice 4.

Les systèmes suivant ont-ils des solutions. Si oui, expliciter les.

1)





2x+ y + z = −5
2x+ 13y − 7z = −1

x− y + z = 1
2)





3x+ 2y + 2z = 1
4x− y + 3z = −1
2x+ 5y + z = 1

3)





2x+ y = 2
x+ 2y = 1
x+ y = 1

4)





x+ 3y − z + t = 1
2x+ 13y − 7z + 2t = 2
x− y + z + t = 0

x+ 7y − 4z + t = −1

5)





y + z + t = −1
x+ z + t = 0
x+ y + t = 1
x+ y + z = 2

6)





2x+ y + z + t = −5
2x+ 3y − 3z + t = −1
x− y + z − t = 1

7)





u+ w = 1
v + w = 0
u+ v = 12
u+ 3v = 0

8)





x+ y − t = 1
−x+ y + z = 0
−y + z + t = 0
x− z + t = 1

9)





x+ y + z − 3t = 1
−3x+ y + z + t = −1
x− 3y + z + t = −1
x+ y − 3z + t = 1

Exercice 5.

Déterminer parmi les matrices suivantes, les matrices inversibles et le cas échéant déterminer son
inverse, par la méthode des opérations élémentaires sur les matrices puis par les systèmes

A =



−1 0 2
0 0 1
0 −1 1


 B =




1 −1 0
1 2 1
1 1 0


 C =




3 −2 0
1 0 0
0 1 0




D =




4 2 1
−1 1 −1
−2 −2 1


 E =




1 −1 2 −2
0 0 1 −1
1 −1 1 0
1 −1 1 0


 F =




1 1 1 0
−1 1 0 1
−1 0 1 1
0 −1 −1 1



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Exercice 6.

Calculer le déterminant suivant :

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b . . . b

b a
. . .

...
...

. . . . . . b
b . . . b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Exercice 7.

Calculer le déterminant suivant :

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 1

1 1
. . . . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
... . . . 1 1 0
0 . . . 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Exercice 8.

Considérons le déterminant suivant :

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 1

1 1
. . . . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
... . . . 1 1 0
0 . . . 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1. Déterminer une équation de récurrence sur les Dn.

2. Montrer que : ∀n ∈ N \ {0, 1}, Dn = an − n(n− 1)(2n− 1)

6
an−2

Exercice 9.

Montrer que si une matrice carrée est inversible et est à coefficients dans Q, alors A−1 est aussi à
coefficients dans Q.

Exercice 10.

Résoudre le système : 



x + 2y + 3z + 4t = 11
2x + 3y + 4z + t = 12
3x + 4y + z + 2t = 13
4x + 1y + 2z + 3t = 14
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Exercice 11.

Discuter suivant les valeurs de λ des solutions du système :




x + 3y + 5z − 2t − 7u = 3
3x + y + z − 2t − u = 3
2x − y − 3z + 7t + 5u = 3
3x − 2y − 5z + 7t + 8u = λ

Exercice 12.

Discuter suivant les valeurs de λ des solutions du système :




λx + y + z + t = 1
x + λy + z + t = −2
x + y + λz + t = 0
x + y + z + λt = 3

Niveau 3

Exercice 13.

Soit A = (aij) une matrice deMn(R). Pour p dans {1, . . . , n}, notons Ap la sous-matrice de A définie
par :

Ap =




a11 . . . a1p
...

. . .
...

ap1 . . . app




et par ∆p le déterminant de Ap. Les déterminants ∆1, ∆2, . . . , ∆p sont appelés des déterminants
emboités de A.

1. Montrer que les opérations élémentaires du type Li ← Li + λLj avec j < i ne modifient pas les
déterminants emboités.

2. Supposons jusqu’à la fin du problème que les déterminants emboités sont tous non nuls. Montrer
que lorsque utilise l’algorithme du pivot de Gauss pour rendre A échelonnée (pas forcément
réduite), on n’utilise pas l’opération élémentaire de changement de lignes.

3. En déduire qu’il existe une matrice L triangulaire inférieure à diagonale de 1 et U une matrice
triangulaire supérieure telles que A = LU . On l’appelle la décomposition LU de A ; L pour lower
et U pour upper.

4. Montrer que cette décomposition est unique.
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kjR Exercice 14.

Soit P un polynôme à coefficients dans R tel que l’image de tout rationnel est un rationnel. Montrer
que P est à coefficients dans Q

Exercice 15.

Montrer en modifiant légèrement l’algorithme du pivot de Gauss que toute matrice de déterminant 1
est produit de matrices de transvection.
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Chap 10 Opérations élémentaires sur une matrice.
Quelques exercices corrigés

kjR Exercice 14.

Soit P un polynôme à coefficients dans R tel que l’image de tout rationnel est un rationnel. Montrer
que P est à coefficients dans Q

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Notons P = a0+a1X+ . . .+anX
n et considérons r0, r1, . . . , rn des rationnels distincts. Par hypothèse

les yk = P (xk) sont rationnels pour tout k de {0, . . . , n}. Ainsi :




a0 + a1r0 + a2r
2
0 + . . . + anr

n
0

a0 + a1r1 + a2r
2
1 + . . . + anr

n
1

...
a0 + a1rn + a2r

2
n + . . . + anr

n
n

Ce qui peut s’écrire matriciellement par :



1 r0 r20 . . . rn0
1 r1 r21 . . . rn1
...

...
...

. . .
...

1 rn r2n . . . rnn


 .




a0
a1
...
an


 =




y0
y1
...
yn




On reconnait une matrice de Vandermonde avec des coefficients (rk) distincts, elle est donc inversible.
On a donc :




a0
a1
...
an


 =




1 r0 r20 . . . rn0
1 r1 r21 . . . rn1
...

...
...

. . .
...

1 rn r2n . . . rnn




−1


y0
y1
...
yn




Ainsi les coefficients du polynôme sont obtenus par somme et multiplication de rationnels, ils sont donc
rationnels.
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Chap 10 Opérations élémentaires sur une matrice.
Devoir maison

Problème - Calcul d’un déterminant

Soient M et J les matrices carrées de taille n× n à coefficients réels définie par :

Mn =




r1 a . . . a

b r2
. . .

...
...

. . . . . . a
b . . . b rn




J =




1 1 . . . 1
1 1 . . . 1
...

...
. . .

...
1 1 . . . 1




On note également P le polynôme

P (X) =

n∏

k=1

(rk −X)

1. Montrer que, pour tout λ dans R, il existe α et β réels tels que

det(M + λJ) = α+ λβ

2. En déduire à l’aide de P la valeur de det(M) dans le cas où a et b sont distincts.

3. Calculer det(M) si a = b.

1


