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Chap 3 Nombres complexes.

Et s’il ne fallait retenir que cing points ¢

. Connaitre la définition d’un groupe et d’un morphisme de groupes ainsi que des
exemples. Les exemples classiques : (R,+), (C,+), (Z,+), (Q,+), (R*, x), (C*, x), (Q*, x),
(S, %), (R, %), (Rogs X) - -

. Connaitre les propriétés concernant les parties réelle et imaginaire, le conjugué, le
module. On a entre autres, pour tout z1, zo de C et tout A\, u de R :

a) Re(A.z1 + p.z2) = MRe(z1) + p.Re(z2), Im(X.z1 + p.z2) = AIm(z1) + p.Im(z2)

e — z z
b) z1.22 = z1.20, 21 +22 =121+ 22, Az = Az, <—1> —_—
22 29
c) |z1.22| = |21 |22], 2121 = |21)?
d) |21 + 22| < |z1]| + |22 (Inégalité triangulaire)

. Connaitre la définition de I’exponentielle complexe et ses principales propriétés. On
définit I’exponentielle complexe par e**% = e®.(cos(y) + isin(y)). De plus, il vérifie :

a) ez.ez' e
i —ix ir _ ,—ix
b) cos(z) = %, sin(x) = % (Formules d’Euler)
i
) (ei*)" = (&™) (Formule de Moivre)

. Savoir écrire la forme polaire de la somme ou de la différence de 2 nombres complexes
de module 1. Il faut mettre en facteur €™ ou m est la moyenne des arguments des 2 nombres
complexes.

. Les Racines n'*™ de 1. L’ensemble des racines n**™* de 1 est noté R,. C’est un groupe pour la
multiplication, et contient n éléments. De plus, les points représentant les racines n'*™® forment
un polygone régulier a n codtés inscrit dans le cercle de centre 0 et de rayon 1. On a :

R, = {ze€C/z"=1}
{5

"eC/ke{0,....n—1}}
{*eC/kef0,...,n—1}} avec o = en

5. Les Racines n'*™® d’un nombre complexe quelconque a. Leur ensemble est noté Ry (a). 11

existe n racines n**™ et leurs représentations géométriques forment aussi un polygone régulier.
Cependant R, (a) n’est PAS en général un groupe. Enfin si re® est la décomposition polaire de
a,on a:

Ru(a) = {ze€C/z"=a}
2ikmti0

{{fren €C/ke{0,...,n—1}}

= {zaeC/acR,} ou z est une racine n*™ de a

. Savoir résoudre une équation du second degré a coefficients complexes. Attention & ne

pas écrire VA avec A complexe.

. Connaitre les formules trigonométriques. En particulier, il est impératif de connaitre les

formules donnant cos(a + b), sin(a + b), tan(a + b), cos 2z, sin 2z, tan 2z, et de savoir exprimer
sin(f), cos(0), tan(0) et ¢ a 'aide de tan(0/2)

. Savoir linéariser et factoriser des expressions trigonométriques. En particulier savoir

linéariser cos™(x) sin™(z).
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Chap 3 Nombres complexes.
Questions de cours

1. Donner la définition d'une LCI commutative, d’'une LCI associative, d’une LCI dis- ()
tributive par rapport & une autre, d’'un élément neutre pour une LCI, d’un élément
inversible pour une LCI.

2. Donner la définition d'un groupe et deux exemples de groupes. (I)

3. Donner la définition d’un morphisme de groupe et deux exemples. (I

4. Rappeler les formules d’Euler et de Moivre. )

5. Montrer que pour tous nombres complexes z et 2/, on a : |z + AP =12P+17)2+ (D)
2Re(z.2")

6.  Montrer que (U, x) est un groupe. (I)

7. Montrer que pour tous nombres complexes zj et z3, on a : (I

llzs] = f2all < a1 +z0] < lza] + 2]

8. Montrer que (U, x) est un groupe. (I1)

9.  Soit a dans C*. Résoudre e* = a. (I1)

10. Donner la forme des racines n™ de 1. (11II)

11.  Donner la forme des racines n*™* d’un nombre complexe non nul a. (11I1)

12.  Donner la décomposition polaire de —2, 1+ et —1 + /3. (II1)

13.  Donner les racines carrées de 4 + 3i. (11II)

14.  Donner les racines cubiques et quatriémes de 1. (11II)

15.  Rappeler les formules trigonométriques de cos(a+b), sin(a+0b), tan(a+0b) ainsi quun ~ (IV)
moyen de les retrouver.

16. Linéariser cos®(z)sin?(z). (Iv)

17. Soit a dans C*. Résoudre pour tout n de N I’équation 2" = a™ (Iv)

18.  Exprimer cos(z) et sin(z) en fonction de tan(§). Une preuve est demandée. (Iv)

19. Donner les formules trigonométriques de cos(a)cos(b), sin(a)sin(b), cos(a)sin(b). (IV)
Vous donnerez également une méthode pour les retrouver.

20. Donner les formules trigonométriques de cos(p) + cos(gq), cos(p) — cos(q), sin(p) + (IV)
sin(g), sin(p) — sin(g). Vous donnerez également une méthode pour les retrouver.

21.  Exprimer tan(6x) en fonction de tan(z). (Iv)
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Exercices types

Exercice 1 - Somme de deux termes de module 1.

1. Mettre e 4 ¢ ot e — % gous la forme re? avec 7 et 6 dans R.

2. En déduire les formules de cos(pz) + cos(qz) et cos(pz) — cos(gz) .

1— eiG
3. Soit § dans [0; §[. Déterminer la forme polaire de  ———
+ et
Exercice 2 - les 3 fagons de montrer qu’un nombre est réel ou imaginaire pur.

1. Montrer que (1 +4v/2)? — (i +v/2)? est un nombre réel.

2. Montrer que (1 + %)™ est réel si et seulement si n est un multiple de 4.

3. Soit z; et zo dans U tels que 2129 # —1. Montrer que Z = ﬁ;rsz est un nombre réel.
Exercice 3 - Somme de cosinus et sinus.
1) Résoudre : V3 cos(z) 4 sin(z) = 1 2) Simplifier : zn:cos(kx)
k=0
Exercice 4 - Résolution d’équations.
1) 2"=-2 2) S+1-)B—-i=0 3) (z—i)"=(z4i)"
Exercice 5 - Les racines n*®™°.

Soit a dans C*.
1. Montrer que si a est une solution de 2" = a alors les solutions de 2" = a sont de la forme a.w”
avec k dans {0,...,n— 1} et w = e
2. Déterminer la somme et le produit des racines n**™ de a.
3. Montrer que (Uy,, x) est un groupe, pour tout n de N*.
4. On pose Uy, = U U,,. Montrer que (Us, X) est un groupe.
neN*

Exercice 6 - Les polynémes de Tchbitchev.

1. Exprimer cos(5z) en fonction de cos(z).
2. On définit le n*™° polynome de Tchebitchev par T, (cos(x)) = cos(nz). Montrer que
Ent(n/2)
T, = Z (71)kC7ZLan72k(1 _ XZ)k
k=0

3. On suppose que pour n fixé, ce polyndéme unique. Montrer que 1'on a 1’équation de récurrence
Tn+1 = QXTn - T’nfl

Chap 3 Nombres complexes.

FEzercices

"Il ne faut jamais remettre a demain

ce que 'on peut faire a quatre mains. "

P. Perret.

Vrai ou Faux ?

Exercice 1.

Dans toutes les propositions suivantes z et 2z’ désigneront des nombres complexes quelconques, E un
ensemble, * une LCI sur E. Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses.

1. |2| = z.z.

2. 817 = 7?+3+2i alors Z = 7;4_37‘_22—
4i — 2% + |z —4i—zz+\z|
8. Jo] = 1] < |2 + 2/
4. 2 —z=21Im(z).
5. 2isin(f) = e~ — .
6. Les racines cubiques de I'unité sont 1, j, j2.
7. Les solutions d'une équation du second degré a coefficients dans R sont soit réelles, soit conjuguées.
8. L’ensemble des nombres complexes de module 1 est un groupe pour la multiplication.
9. Soient z et y dans C tels que z =  + iy, alors Im(z) = y.

10. Arg(z) est défini si et seulement si z # 0.
9
11. L’ensemble des racines n'*™* d’un nombre complexe non nul est un groupe pour la multiplication.

12. L’¢lément = de E est inversible si et seulement s’il existe y dans E tel que x xy = e.

Rep : 6 fausses / 6 vraies (FVVFFVVVFVFF)



Niveau 1

Exercice 2.

Exercice 9.

1+ 2

Pour tout nombre complexe z différent de 1, on pose Z =

1. Montrer que si |z| =1 alors Z € iR.
2. Montrer que si |Z]| =1 alors z € iR.

Exercice 3.

Résoudre dans C : (z — )" = (2 +4)™.

Exercice 10.

Montrer qu’un nombre complexe est réel si et seulement si |z — i| = |z + 4|

Exercice 11.

Z1 + 2
Montrer que ATz
1 Z1.29

Exercice 4.

est réel pour tout nombres complexes 21 et zo de module 1 vérifiant z129 # —1.

4
14+4iV3

Déterminer les racines cinquiéme de —i, les racines sixiémes de

Exercice 12.

1. Quelle est la forme polaire de e + ¢ et ¢ — ¢t ?

2. En déduire la forme polaire de 1 + e,

Exercice 5.

Soit P une fonction polynéme de C dans C a coefficient dans R (i.e. f est sous la forme f(z) =
ag + a1z + a2z® + ... 4 apz" avec ag, . ..,a, dans R). Montrer que si z est racine de P alors z est
également racine.

Exercice 13.

n—1

2im

Calcul de E W avec w =¢n
k=0

Exercice 6.

Mettre sous forme algébrique puis trigonométrique le nombre complexe :

—4

1+iv3

En déduire Z3

Exercice 7.

Simplifier les expressions suivantes :
1. cos(x + y) cos(y) + sin(z + y) sin(y)
2. sin(z — y) cos(y) + cos(z — y) sin(y)
sin(3z)  cos(3z)
sin(z) cos(x)

1 —cos(x)
sin(z)

Exercice 14.

Linéariser cos®(z), sin*(x), cos®(x) sin?(z).

Exercice 15.

A quelle condition nécessaire et suffisante sur les arguments le produit de deux nombres complexes

est-il réel (resp. imaginaire pur) ?

Exercice 8.

Montrer que pour tout couple (z,2’) de nombres complexes, on a :
ll2] = [2']] < |2 + 2] < |2] + ||
En déduire que si |z| < k <1 pour un certain k de R alors

1—k<|[l+z2[<1+k

Résoudre :
1. 22 4+iz+3i+1=0
2. 24 4i224+3i4+1=0

Exercice 16.

Reésoudre dans C I'équation : (2 —i)z2 — (7 — 6i)z + 11 — 3i = 0



Exercice 17. Exercice 24.

Résoudre dans C I'équation : 26+ (1 —4)2% —i =0 n n
1. Calculer Z CF cos(kx) et Z CFsin(kx).
k=0 k=0
2. En déduire la valeur de C} — C2 +C5 — C7 + ...

Niveau 2

Niveau 3
Exercice 18.
1 n _ 1 n
Résoudre dans C I’équation : (i> + (Z > =1
-1 z+1 Exercice 25.
Exercice 19. Z (_1)kCTZLk+1 tan2k+l(-77)
Montrer : tan(nax) = 0<2htlsn
Résoudre dans C, le systéme : R ontrer que - tan{n) = Z (71)]“05]“ tan%(x)
Yy = 0<2k<n
ryz =1
2] = [yl = |2
Exercice 26.
Soit C = {a? +b* / (a,b) € R?}.
Exercice 20. 1. Montrer que C' est stable par produit.
Factoriser cos(z) + cos(2z) + cos(3z) + cos(4x). 2. En déduit que 9688770 = 2 x 32 x 5 x 7% x 132 peut s’écrire sous la forme a? 4 b?.
Exercice 21. Exercice 27 - Les polynémes de Tchebitchev.

On note par 'y, I'ensemble de toutes le racines de 'unité c’est-a-dire que I'no = Ri U Rs U R3 U .. ..

1. Montrer qu'il existe une famille de polynomes (7},)nen vérifiant cos(nf) = T;,(cos(6))
Montrer que :

2. Calculer Ty, T1, Ts, T3, Ty.

zl=1
2 €l &= { ‘Alg(z) €cQ 3. Montrer que le degré de T), est n.
™
Exercice 28 - Noyaux de Dirichlet et Fejer.
Exercice 22. n
Trouver une CNS sur les nombres complexes 21, ..., z, pour avoir : On pose ey, : @+ €%, Dn(x) = Z ex(x) et Kn(w) = n+1 Z Dy (). Montrer que si x n'est pas un
|k|<n ) k=
|1+ .o 2] = |21] oo+ |2l multiple de 27 alors :
2
Do) sin (25 ) Ko (2) 1 sin (%)
T) = ———F" z) = —_—
" sin (%) " n+1 sin (%)
Exercice 23.
1. Exprimer cos(3z) en fonction de cos(z) et sin(3z) en fonction de sin(x). ® Exercice 29.

2. Résoudre cos®(z) sin(3z) + cos(3z) sin®(z) = 3 Caleul zﬂ: (ko) et z": ink + 0)
alculer » cos(kz e sin(kx
k=0 k=0



Applications a d’autres disciplines

Exercice 30 - Electricité - Impédance complexe.

Dans tout 'exercice, le nombre complexe i sera noté j pour ne pas confondre avec I'intensité.

Partie I. Représentation complexe. Soit w un réel positif. On note E,, 'ensemble des applications
f de R dans R de la forme
ft) = Acos(wt+ ¢)
avec ¢ et A dans R.
1. Soient f1, fo dans E, et A1, A2 dans R, montrer qu’il existe o et 8 dans R tels que :

(Afi+ daf2)(t) = acos(wt) + Bsin(wt)

2. En déduire que A1 f1 + A2 f2 est dans E,, (On pourra se rendre compte avec les prochains chapitres
que E,, est un R espace vectoriel).

3. Soit f(x) = Acos(wt + ¢) une application de E,. On note f I'application de R dans C définie
par :

f(t) = Ao
Montrer que pour tout fi, fo dans E,, et A\;, Ay dans R, on a :
Mfi+defe = Mfi+lafe

On dit que I'application qui & f associe f est une application linéaire.

4. Soit f dans E,. Montrer que f est aussi dans E,, puis que (f’) = (j), et enfin que f' = jwf.

Partie II. Impédance complexe.
1. Considérons un dipole passif avec u et i respectivement la tension aux bornes du dipdle et
Pintensité traversant le dipole. On suppose de plus que u et i sont dans E,,. L'impédance complexe
est le nombre complexe Z tel que u = Z .

Natd

On rappelle que dans le cas d’une résistance, on a u = Ri. Déterminer I'impédance complexe
d’une résistance.

a

b) On rappelle que dans le cas d’une bobine, on a u = L%. Déterminer I'impédance complexe
d’une bobine.

o
-~

On rappelle que dans le cas d'un condensateur, on a i = C%. Déterminer 'impédance
complexe d'un condensateur.

Partie III. Applications. On va voir que I'introduction des complexes en électricité simplifie énor-
mément les calculs. Dans chacun des circuits suivants, on a u = Acos(wt), déterminer la valeur de

I'intensité 4.
D i)

i u
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Quelques exercices corrigés

Exercice 8.

Montrer que pour tout couple (z,z’) de nombres complexes, on a :
[l2] = [2'l] < |z + 2| < |2] + /|
En déduire que si |z| < k <1 pour un certain k de R alors

T—k<|[l+z2[<1+k

FEtape 1 : Etablissons tout d’abord linégalité : |z + 2’| < |z| + |2/

Les deux membres étant positifs, ils sont rangés dans le méme ordre que leur carré. Cherchons donc
le signe de |z + 2/|? — (|z| + |#/])? :

|2+ 212 = (2] + [&])2 = (2 + 2) (2 + &) — (|2 + |2 + 212||2|) = 2.2" + 22" — 2|2||¢/]

Remarquons ensuite que 2.2’ + 22’ = i'? + 22 :E‘Re(z?l De plus pour tout nombre complexe Z,
on a Re(Z) < |Z|. En prenant Z = z.2’, on a Re(zz') < |z||2/| = |z||#|. Ainsi :

|2+ 22 = (|| +2])* = 2 (Re(22) — |z]|2']) <0
et le résultat est montré.

FEtape 2 : Montrons ensuite la premiére inégalité : ||z| — |2'|| < |z + 2/|

Ona:
lol =z + 2" = 2| < e+ 2|+ | = 2| = [z + 2| + ||

Ainsi |z| — [2/| < |z + 2|. On réitére le méme processus en inversant les roles de z et 2’ et on trouve
|2'| = |2] < |z+2/| et donc ||z] — |2'|| < |2+ 2| (En effet si a < bet —a < b alors |a| = maz(a, —a) < b).

FEtape 8 : Déduisons en que : |z| <k <1=1-k<|l1+2z<1+k
prenons 2’ = 1 dans I'inéquation ||z| — |2/|| < |z + 2| < |z| + |2/|. On obtient :
I—]z| < |z 41 <1+]7

On remarque ensuite que 1+ |z] <14+ ket que 1 —|z| > 1 —k.

Exercice 10.

Montrer qu’un nombre complexe est réel si et seulement si |z —i| = |z + 1.



On a :
lz—i|=|z+i <= [z—i’=]+i <= GE-)E+i)=(E=+i)z-1)

Soit encore :

|z —i|=|z+i] <= 224iz—iz+1=22—iz+iz+1 <= 2i(z—2)=0 <= z2€R

Exercice 16.

Résoudre dans C I'équation : (2 —4)2% — (7 — 6i)z + 11 —3i =0

4 - Résolution de Uéquation : 25+ (1 —i)z3 —i=0 (%)
Posons Z = 2%, 'équation (*) devient alors : Z% 4 (1 —)Z — i = 0. Calculons A :
A=(1—-i)2—4(—i)=2i
Cherchons a présent les racines carrées de A, leur partie réelle = et partie imaginaire y vérifie donc :
22 —y? = Re(A) =0
2zy = Im(A) =2

;32 + y2 = \/024»722 =2
On obtient donc 22 = 32 = 1. Puisque z et y sont de méme signe, d’aprés I'équation 2zy = 2, les
racines carrées de A sont 147 et —1 — ¢ et ainsi
i) — (144 (1 Lt
R e

11 suffit de revenir a la variable z en résolvant :

2B =i=¢"
P =—1=¢"

Les valeurs possibles pour z sont donc les racines troisiéme de -1 et de i, donc :

B 2kn
3

s 2k’ w
7 7
z =€ 3

ou zZ=e€

pour k et k' variant entre 0 et 3. L’ensemble solution S est donc :

Exercice 19.

Résoudre dans C, le systéme :
r+y+z=1
zyz =1
2| = [yl = |2

Etape 1 : Montrons que |z| = |y| = |z| =1
En appliquant le module & I’équation 2, on trouve |zyz| = 1 soit encore |z||y||z| = 1. Comme les
modules de x, y et z sont égaux, d’aprés Péquation 3, on a |z| = |y| = |2| = V1 = 1.

Etape 2 : Prouvons que xy + xz +yz =1
Comme les complexes z, y et z sont de module 1, leur conjugué est égal a leur inverse. On a donc :

ryz axyz xyz 11 1 — — -
wtrrztyz=—+—+—=-+-+-=rt+ytz=z+yt+z=1
z Y x z oy x

Etape 3 : Déterminons x, y et z.
Considérons le polynéme P = (X — z)(X — y)(X — z) d’'indéterminé X, on a alors :

P=(X-2)(X-y)(X-2)=X>-X2(z+y+y) + X(wy+az+yz) —ayz=X" -~ X>+ X — 1
En remarquant que 1 est racine évidente, on prouve que :
P=(X-2)(X-y)(X —2)= (X - 1)(X?+1) = (X — 1)(X +4)(X —1)

Or deux polyndmes égaux ont les mémes racines, ainsi z, y et z sont égaux a 1, i, —i a l'ordre preés.
L’ensemble solution S est donc égal a :

S ={(1,1,-i),(,—i,19), (i, 1, —%), (4,1, 1), (=, 1,4), (—4,4, 1)}

Exercice 22.

Trouver une CNS sur les nombres complexes 21, ..., z, pour avoir :

21+ ...+ 2o = |21 + .o+ [20]

Calculons A = |21 + ...+ zp|? — ((Jz1] 4+ ... + |2a])?

n n n 2 n n n
4 <Z> > % (Z'Zi'> = Y am - lal-2 3 lallxl
i=1 j=1

i=1 i=1 j=1 i=1 1<i<j<n

S ozn—-2 Y lallyl 2 ) Re(zz) -2 Y, lallzl

1<i#j<n 1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
= 2 > (Re(ziz) — |zllz])
1<i<j<n



Ainsi comme tous les termes Re(z;2;) — |2i||2;| sont négatifs, la somme A est donc nulle si et seulement
si tous ces termes sont nuls. On doit donc avoir :

Vi, j € {1,...,n}, Re(zizj) = |zil|z]
C’est-a~dire que tous les zlz doivent appartenir & RT, ce qui revient a dire que tous les z; sont sur une

méme demi droite d’origine 0.

Exercice 29.

n n
Calculer Z cos(kx +0) et Z sin(kx + 0)
k=0 k=0

Notons C), la somme des cosinus et S, la somme des sinus, on a alors :

no ) on ) 11— 6(77,+1)1',m
S, = Im Ze””“e = Im e’QZ(e”‘)k = Im eﬂﬁ
k=0

k=0

La derniére égalité étant obtenue grace la formule de la somme des termes d’une suite géométrique qui
peut étre appliquée car e'* # 0. En factorisant par exponentielle de la demi-somme, on obtient :

) . 1 .
_967("2”” —2isin (LJ; )I) o iz in (
Sp = Im|e" — X = Im|e’" 2

s —2isin (%) sin (%)

)

Enfin, on obtient :

L ne sin (%) _ nx sin (%)
S, = s1n<0+f>><.7 et C, = cos(9+7>><w

Chap 3 Nombres complexes.

Devoir maison

Probléme - Cosinus et sinus de nombres complexes

Soit z = x + iy la forme algébrique d’un nombre complexe. On rappelle que e = e%e. Posons :

ciz + c—iz . Ciz _ e—iz
cos(z) = — sin(z) = —

1. Montrer que les formules trigonométrique suivantes sont encore valables sur C, ¢’est-a-dire mon-
trer que pour tout z1, 2o de C, on a :

cos(z1 + z2) = cos(z1)cos(z2) — sin(z1) sin(z2)
sin(z1 + z2) = cos(z1)sin(z2) + sin(z1) cos(z2)
cos?(z1) +sin?(z) = 1

2. On définit également pour tout = réel le cosinus et le sinus hyperbolique par :

et +e® e —e”
ch(z) = —3 sh(z) =
Exprimer ch(x) et sh(z) en fonction d'un sinus et d’un cosinus complexe.
3. Exprimer les parties réelles et imaginaires de cos(z) et sin(z) en fonction de cos, sin, ch, et sh de
nombres réels.

4. Calculer |cos(z)| et |sin(2)].

5. Exprimer cos(z) et sin(z) en fonction de cos(z). et sin(z)



