Chap. Rev Révision oraux PSI

Exercices
Exercice 1.
Soit la matrice
1 -1 1
A=] -1 1 -1
1 -1 1

1. Démontrer que A est diagonalisable de quatre manieres :
— sans calcul,
— en calculant le polynéme caractéristique,
— en utilisant le théorérme du rang,
— en calculant A?.

2. On suppose que A est la matrice d’'un endomorphisme u d’un espace euclidien dans une base orthonormée. Trouver
une base orthonormée dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Exercice 2.

Convergence et somme des séries :

(1" (-n"
Z Z n+1

Exercice 3.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f, g des endomorphismes de F.

1. Montrer que :
lrg(f) —rg(9)l < re(f+g) < re(f)+1e(g)

2. Montrer que :
Im(f)nIm(g) ={0} = Ker(f+g)=Ker(f)nKer(g)

3. En déduire que :

(e =) o) — | PRI

Exercice 4.

Déterminer les z1, ..., z, de R vérifiant :

i
&8
I
e
K
I
3

=
I
—

Exercice 5.

On note §}*(R) 'ensemble des matrices symétriques réelles n’ayant que des valeurs propres strictement positives. On
définie la suite de matrices (A, ), par Ag quelconque dans S;*(R) et pour tout n de N :

Anir = = (4, + 4,1

DN | =

1. Montrer que pour tout n de N, A, existe et est dans S;*(R).



2. Déterminer la limite de la suite (A,).

Exercice 6.

Soit f une application de [0, 1] dans R vérifiant f(0) # 0. Posons

1= [ (-2 f(@)da

1. Déterminer un équivalent en +oo de I, si f est C*.

2. Retrouver le résultat en supposons f uniquement C°. On pourra poser u = (1 —2)"*%.

Exercice 7.

Soit A dans M,,(R). Montrer que les matrices AAT et AT A sont semblables.

Exercice 8.

Posons pour tout = de R :
+o00 T
S(z) =Y 3"sin® (—)
() nZl m
Montrer que S est bien définie sur R.
Montrer que S ne converge pas uniformément sur R.

Montrer que S est continue sur R.

Exprimer sin®(z) en fonction de sin(z) et sin(3z).

DAl

En déduire que :

S(x) = Z(z—sin(z))

Exercice 9.

(-1)"
2n

Montrer que la série Z In (1 + ) est semi-convergente.

Exercice 10.

Définissons la fonction f de R dans R par :

+o00

f)y = %

n=0

n! 2n+1
Ix3x...x(2n+1)

1. Déterminer le rayon de convergence de f.

2. Montrer que f est solution de I’équation différentielle :
(2> -2)y' +ay+2 = 0

3. Exprimer f sans somme.

Exercice 11.

Définissons la fonction f de R} dans R par :

flx) = Jio In(1+e ™)

n=0

1. Montrer que f est définie sur R}.



2. Montrer que f est continue sur R7}.
3. Déterminer la limite de f(z) en +oo.

4. Déterminer la limite de f(x) en 0.

Exercice 12.

1. Montrer que tout sev d’un espace vectoriel de dimension finie est fermé. En déduire que T, (K), T, (K), D, (K),
A, (K), S, (K) sont fermés.

2. Est-ce que les ensembles T)! (K), T, (K), D, (K), 4,(K), S,(K) et O,,(K) sont compacts ?
3. Montrer que Gl,,(K) est ouvert dans M, (K).

Exercice 13.

Pour tout x dans [0,1], et tout n de N, on pose up(z) =0 et :

Uns1(x) = up(z)+ % (z- ui(m))

1. Pour tout « de [0, 1], notons f, 'application de [0,1] dans R définie par :

VyeR, f.(y) = y+%(w—y2)

Montrer que f, est croissante et que f,([0,1]) c [0,1].
2. En déduire que (u,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction racine carrée.
3. Posons h,(t) = 2(1 - t)t". Montrer que (h,,) converge uniformément vers 0 sur [0, 1].

4. Montrer que :

Vz - un(2)| < hy (1 - \/E)

2

5. En déduire que (uy) converge uniformément sur [0, 1].

Exercice 14.

Soit © un endomorphisme d’un K espace vectoriel E tel que u” = Id avec r dans N*. Posons

17'—1
p ==y
T k=0

1. Montrer que p est un projecteur.
2. Montrer que : Ker(p-1d) = Ker(u-Id)
3. En déduire que :

r—1
dimg (Ker(u—-1d)) = % kz_%tr (uk)

Exercice 15.

On considére E un ensemble non vide muni une LCI noté * et n dans N. On appelle parenthésage d’un produit

ag * aj * ... * a, une maniere de disposer des parentheses sur ce produit de fagon a déterminer ’ordre dans lequel on
réalise les produits. On note C), le nombre de parenthésages possibles d’un produit de n+ 1 éléments de E. Par exemple,
pour n =3, il y a C3 = 5 parenthésages possibles :

((axb)xc)xd (axb)x(cxd) (ax(bxc))xd ax((bxc)xd) ax(bx(cxd))

On remarquera que a * (b * ¢) * d n’est pas un parenthésage de a * b * ¢ * d car une fois le produit b * ¢ réalisé, on ne
sait pas si on doit le multiplier d’abord avec a ou avec d. On convient que Cy = 1.



1. Calculer C1, Cy et Cy.
n-1

2. Montrer que pour n>1,ona:C, = > CpCpoig.
k=0

3. Notons également la fonction f définie par :

f@) = 3 Gt
k=0

On admet que le rayon de convergence de f est strictement positif. Montrer que z — zf(x) est solution du
systeme suivant d’inconnue la fonction A :

h*(z) - h(z) +z = 0 sur un voisinage de 0
)1 h(o) =

[ dans R par :

1-v1-4x
2

4. Montrer que 'application g définie de I = ]—i; i

9(z) =
est 'unique solution continue du systeme (5) :
5. Effectuer le DSE de la fonction z ~ =142 V21’4‘”. En déduire que :

(2n)!

VTLEN, Cn = m

Exercice 16.

1. Soit (ay) une suite de réels ou de complexes et (b,,) une suite de R* vérifiant a,, = o(by,) et tels que Y b, diverge.
n>0
Montrer que :

S - o(z)

2. Soit (uy) une suite convergeant vers . Montrer que

k=0

= o(1)

1 n= 1
3. En déduire (Cesaro) que — Z up — L.

Exercice 17.

Considérons f I'application définie de R dans R par :

xr
flx) = e f et
0
1. Déterminer les solutions développables en série entiere de ’équation différentielle :
y' -2zy = 1 (E)

vérifiant y(0) = 0.

2. Montrer que f est solution de (E). En déduire que f est développable en série entiére. Donner son développement.

Exercice 18.

Soit f I'application de R dans C définie par :




1. Montrer que f est C'°.

2. Chercher le rayon de convergence de la série de Taylor de f. En déduire que f n’est pas DSE au voisinage de 0.

Exercice 19.

Définissons la fonction ¢ de R dans R par :

o) = 3 —— -

shn—-r n+x

[01 Y(x)dx

Justifier et calculer :

Exercice 20.

Soit E un espace vectoriel euclidien, u un endomorphisme de E et F' un sous-espace vectoriel stable par w.
1. Montrer que si u est orthogonal, symétrique ou antisymétrique alors F* est stable par u.
2. Montrer qu’il existe des endomorphismes u pour lesquels, F'* n’est pas stable par u.

3. Un endomorphisme de E est dit normal s’il existe une base dans laquelle la matrice de u et sa transposée

commutent. Montrer que la matrice d’'un endomorphisme normal u et sa transposée commutent dans toutes les
BON.

4. Montrer que les endomorphismes symétriques, antisymétriques et orthogonaux sont des endomorphismes normaux.
5. Soit w un endomorphisme normal. En considérant la matrice de u dans une base adaptée a la somme directe

1
orthogonale £ = F & F**, montrer que F'* est stable par u.

Exercice 21.

Soit F = (uq,...,u,) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E. Notons A la matrice de la famille F dans une
BON 3 et Gram(uy,...,u,) la matrice ayant pour coefficients ({ui,u;)); je[[1,n]]-

1. Montrer que : Gram(uy,...,u,) = 'AA
2. Montrer que : rg (Gram(uy,...,u,)) = rg(uy,...,uy)

3. Soit x dans F, notons p(z) le projeté orthogonal de = sur F'. Exprimer Gram(uq, ..., u,,z —p(x)) en fonction de
Gram(ug,...,u,). En déduire que :

d(z, F) = \'Gram(ul,...,un,x)

Gram(uq,...,up)

4. Expérimenter la formule pour £ =R*, z=(1,1,2,3) et F = Vect((1,1,1,1), (1,-1,1,-1))

Exercice 22.

Soit A dans M,,(C) & diagonale strictement dominante c¢’est-a-dire que pour tout ¢ de [[1,n]], on a :

laiil > D lai]

J#i

o
1. Soit X =| : dans Ker(A), et notons iy tq :
In

Montrer que :

n
Z Qi Tj
j=1

> ('ai0i0|_ > |aioj|)|fﬂz‘o|

J#io



2. En déduire que A est inversible.

Exercice 23.

Alain (le Bon), Bob (la Brute) et Carlos (le Truand) s’affrontent en truel. Les régles sont les suivantes :
— A tire en premier, puis B (s'il est encore debout), puis C, puis A a nouveau, puis B, etc... jusqu’a ce qu’'un seul

reste debout.

— Chaque tireur choisit de tirer sur I'un des deux autres ou de tirer en lair.
— Détail charmant, A touche sa cible une fois sur 3, B une chance sur 2 et C touche sa cible & coup sfir.
— Ces probabilités sont connues de chacun des tireurs.

1. Pourquoi A et B n’ont aucun intérét a se tirer dessus ?

2. Si personne n’est encore mort, pourquoi C' doit tirer sur B ?

3.

4. Quelles sont les chances de survie de A si A tue C'? En déduire que la meilleure chance de A est... de tirer le

Que doit faire B?

premier coup en l’air.

Quel cow-boy a le plus de chance de remonter & cheval 7

Exercice 24.

Soit A et B dans M,,(R) semblable sur C, c’est-a-dire qu'il existe P dans Gl,(C) vérifiant A= P~'BP.

1.

On pose P =Py +iP> avec Py et P, dans M,,(R). Donner un exemple ot P; et P> ne sont pas inversibles et
pourtant Py + iP5 est inversible.

2. En considérant 'application de R dans R définie par :

f(x) =det(Py +xPs)

Montrer qu’il existe A dans R tel que P; + AP» est inversible.

3. Montrer que :

PlA:B.Pl PQA:BPQ

En déduire que A et B sont semblables sur R.

Exercice 25.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et a valeurs dans N. Elles suivent la méme loi définie par :

VkeN, P(X =k)=P(Y =k) = pg" avec p €]0,1[, g=1-p

On counsideére alors les variables U et V' définies par U = Sup(X,Y) et V =Inf(X,Y).
1. Déterminer la loi du couple (U, V).

2. Expliciter les lois marginales U et V.

3. U et V sont-elles indépendantes ?

Exercice 26.

Etudier suivant les valeurs du réel « la nature de la série : Z

()™

n>1 ne + (_1)n

Exercice 27.

On considere la suite définie par ug quelconque dans ]0; g] et pour tout n de N : w41 =sin(uy,)

1. Montrer que (uy) converge vers 0.



2. En utilisant le DL de sin, montrer que :

1 1 1
2 Ty o2
un+1 Up Mot 3

Exercice 28.

Notons :
F = {AB-BAJ/A, Be M,(R)}
Le but de I'exercice entre autre est de montrer que F = Ker(Tr) ou Tr est la trace matricielle.
1. Généralités.
(a) Déterminer la dimension de Ker(Tr) ainsi qu’une base.
(b) Montrer que F' c Ker(Tr)
2. Version soft. On admettra ici que F' est un sev de M, (R).
(a) Montrer que pour tout ¢, j de {1,...,n}, aveci#jona E;; et E; — Ey; dans F.
(b) En déduire que F = Ker(T'r)

3. Version normale. On ne suppose pas ici que F est un sev de M,,(R). On pourra utiliser sans démonstration
que toute matrice de trace nulle est semblable & une matrice de diagonale nulle.

(a) Soit M = (m;;) une matrice de diagonale nulle, et B la matrice diagonale :

1 (0)
©  n

Montrer que l'on peut trouver A tel que M = AB — BA. Vous donnerez les coefficients de A.
(b) En déduire que F' = Ker(Tr)

Exercice 29.

Montrer par récurrence que toute matrice de trace nulle est semblable a une matrice ayant des 0 sur la diagonale. On
pourra raisonner par récurrence et utiliser sans preuve que tout endomorphisme u de F vérifiant (z,u(x)) lié pour tout
z de F est une homothétie.

Exercice 30.

Pour tout z de R*, on pose :

~ % Arctan(z tan(t))
J(@) = ./0 an(t)

I
VT Je 1wt 12

1. Montrer que f est dérivable et que

2. Définissons la fonction g, de R par :
ge(u) = -z Arctan(azu) + Arctan(u)

Calculer g7.

3. En déduire que f'(z) = ﬁ
x

, puis donner la valeur de f.

4. En déduire que :

[ME]

fog L g - ~In(2) fo In(sin(t))dt = = n(2)

tan(t)



Exercice 31.

Existence et calcul de :

3
€T2

f+°° 2Arctan(z) — Arctan(4x) d
: ,

Exercice 32.

Soit A dans M, (R) diagonalisable et P dans R[X] injectif sur Sp(A).
1. Montrer que A est un polynéme en P(A).

2. On note :
Com(B) = {MeM,(R)/BM = MB}

Montrer que Com(A) = Com(P(A))

Exercice 33.

Posons : )
flx,y) = sin(x)sin(y)sin(z +y) et D= [O, E]

1. Sans calcul, expliquer pourquoi f admet un maximum sur D.

2. Déterminer la valeur du maximum et en quel point il se trouve.

Exercice 34.

Déterminer les solutions sur R de I’équation différentielle :
Iy” _y/ _xSy =0

On pourra poser t = 2.

Exercice 35.

Soit :
a(@)y” +b(x)y" +c(x)y = 0 (E1)
une EDLs.
1. Montrer que si yo est solution de (F;) alors il existe une autre solution du type \.yo avec A C2.
2. En déduire la forme des solutions de (E1).

3. Exemple. Considérons I’équation différentielle :
(@ +2)y" +Bz+1)y' +y = 0 (E2)

Déterminer une solution développable en série entiére, puis résoudre (Es).

Exercice 36.

Soit uq,...,u, des endomorphismes d’'un K espace vectoriel vérifiant :

Id = ui+...+u,
rg(ur)+...+rg(u,) <n

1. Montrer que rg(uy) + ... +rg(u,) = n. En déduire que F = _%1 Im(uy;)
i=

2. Montrer que pour tout z de E et pour tout i de {1,...,7} :

ui(@) - ul(@) € © Im(u,)



3. En déduire que uy,...,u, sont une famille de projecteurs orthogonaux c’est-a-dire des projecteurs vérifiant :

Id = ui+...+u,
Vi,je{l,...,n}, U; 0U; = 52Ju2

Exercice 37.

Soient n dans N~ {0,1}, p dans ]0,1[ et X, ..., X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes, suivant une
loi de Bernouilli de parametre p. Notons U, V' dans M,,1({0,1}) et M dans M,,({0,1}) définie par :
X, 1
U = : Vo= | : M=UU"
X, 1
1. Trouver la loi de rg(M) et de tr(M).
2. Quelle est la probabilité que M soit une matrice de projection ?

3. Notons S la variable aléatoire S = VT MV . Calculer 'espérance et la variance pour n = 2.

Exercice 38.

On considére une urne contenant N7 boules blanches et No boules noires indiscernables au toucher. On pose N = N1+ Ns.
On répete 'expérience suivante : on tire au hasard une boule dans I'urne et I'on replace dedans deux boules de la
couleur obtenue.
— A Dissue de la premiére expérience, I'urne contient donc N + 1 boules et I'on note X; la variable aléatoire égale
au nombre de boules blanches présentes dans 'urne.
— A T'issue de la deuxiéme expérience, I'urne contient donc N 42 boules et 'on note X5 la variable aléatoire égale
au nombre de boules blanches présentes dans 1'urne.
Plus généralement, pour tout entier naturel £ non nul, on note X la variable aléatoire égale au nombre de boules
blanches présentes dans 1'urne a l’issue de la k-ieme expérience. Pour tout k non nul, on note By I’évenement :

By, : "la boule tirée lors de la k-ieme expérience est blanche"

—_

. Déterminer les lois de X7 et X5, puis les probabilités de B; et Bs.
2. Soit n dans N\ {0,1}. Montrer que :

Ni+n-1 k

P(B,) = —— P(X,,_.1=k
R A

3. Pour k dans [Ny, Ny +n - 1]], déterminez la probabilité de B,.1 sachant B, n (X,_1 = k) puis la probabilité de
B,,+1 sachant B, n(X,-1 = k).

4. En déduire que :

P(B S (B (Xt =) F L P (B 0 (Xy = 1)) —F
(Br) = 3 P(Bun (Koo = k) g+ P(Bun (X =) 7

5. Montrer que : P(Bp+1) = P(By).
6. Donner la probabilité de B,, et ’espérance de X,, pour tout n de N.



