Chap. 2 Rappels et compléments d’algebre linéaire PSI

Exercices supplémentaires

" Tout est difficile avant de devenir facile."

T. Fuller

Niveau 1

Exercice S1.

Soit f et g des endomorphismes de E tels que fog=1d,.
1. Montrer que si FE est de DF alors f et g sont bijectives.
2. Montrer qu’en DI, on peut avoir f ou g non bijectives.

Exercice S2.

Le but de 'exercice est de chercher ’ensemble des matrices de M, (R) qui commutent avec toutes les autres. Cet
ensemble est appelé le centre de M, (R).

Considérons une matrice A dont les coefficients sont notés par les réels (a;;). De plus pour tout ¢ et j de {1,...,n},
on note par E;; la matrice élémentaire contenant des 0 partout sauf a la ligne ¢ et la colonne j ou elle contient un 1.

1. Montrer que EliAEjl = a,j,jEu pour tout Z,] de {1, .. .,Tl}.
2. En déduire que A est dans le centre de M, (R) si et seulement s’il existe A dans R tel que A = \.T,,

Exercice S3.

Soit F un espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E.
1. Montrer que : Vn e N, Im(f™*) c Im(f™)
2. Montrer que : Yn e N, Im(f") = Im(f""!') = Im(f"*!) = Im(f"*?)
3. Montrer que si dim(E) =3 alors rg(f?) = rg(f*).

Exercice S4.

u+v+w=1

Trouver u, v et w les nombres complexes de modules 1 tels que { v =1

Niveau 2




Exercice S5.

On note A Papplication de R[X] dans R[X] par : A(P)(X) =P(X +1) - P(X).

1. Montrer que A est une application linéaire.

2. Montrer qu'une fonction polynéme sur R périodique est constante. En déduire le noyau de A.
3. Déterminer le degré de A(P) en fonction de celui de P
4

. On note A, la restriction de A & R,,,1[X] & la source et R,,[ X] au but. Montrer que A,, est surjective pour tout
n de N.

5. Montrer que A est surjective.

Exercice S6.

Soit F un k-espace vectoriel et f un endomorphisme de FE.

1. Montrer que si f est une projection alors E = Ker(f) ® Im(f).

2. L’endomorphisme f est a présent quelconque, montrer que

Ker(f)nIm(f)={0} <= Ker(f)=Ker(f?)
E=FKer(f)+Im(f) < Im(f)=Im(f?)

3. On suppose a présent que E est de dimension finie. Montrer que :
Ker(f) = Ker(f?) < Im(f) = Im(f?)

En déduire une condition nécessaire et suffisante pour avoir E = Ker(f) @ Im(f).

Exercice S7.

Soient u et v des endomorphismes d’un R-ev E. Supposons de plus u nilpotent.

1. Montrer que u o v n’est pas forcément nilpotent.
On suppose dans le reste de ’exercice que u et v commutent. Montrer que u o v est nilpotent.
Montrer que I, — A.u est inversible pour tout A de R.

Montrer que si v est inversible alors u + v est inversible. On pourra exprimer u + v comme une composée.

g

Montrer la réciproque de la proposition précédente.

Exercice S8.

1. Soit P dans R[X]. Montrer que : P(Q) cQ = P e Q[ X].

2. Soit f dans C([a,b],R). Montrer que si f n’est pas constante alors (1, f, f2,..., f™) est libre pour tout n de N.
Ici f™ signifie fx...x f.

Exercice S9.

Soit n dans N*. On considére les déterminants n x n suivants :

2 1 1 2 1 1
2 1 s LT s LT
Dp=|. 1 E,=|: =~ -~ - 1 F,=1: -~ -~ -« 1
i ’ 1' +1 1 ... 1 n 1 1 ... 1 n 1
" 1 ... 1 1 1 0 ... 0 0 n
Ainsi le déterminant D,, ne contient que des 1 sauf sur la diagonale ou il y a 2, 3, ..., n+ 1. Le déterminant E,, est

identique a D,, sur les n — 1 premieres lignes et ne contient que des 1 sur la derniére ligne. Enfin le déterminant F;, est
aussi identique a D,, sur les n — 1 premieres lignes et contient des 0 sur la derniere sauf sur la diagonal ou il y a n.

1. Calculer Es, E3, E4, puis enfin E,, pour n quelconque.



2. Exprimer F), en fonction de D,,_1.

3. Expliquer pourquoi D,, = E, + F},. En déduire une relation de récurrence sur les D,,.

no1
4. Posons H,, = Z i Montrer que D,, = (1 + Hy)n!
k=1

Exercice S10.

Soient E,...,E, des sev d'un K espace vectoriel F.

1. Montrer que E = E; @ ... ® E, si et seulement g'il existe une famille (p1,...,p,) de projections de F vérifiant
pour tout ¢ et j de {1,...,n}:
o Id = p1+...+ Dy
e piop; = 0 sii#j.
o Im(pi) = E;.

2. Montrer que cette famille de projections est unique.

Exercice S11.

Notons (U,,) la suite de polynémes définies par la relation de récurrence :
Uns1 = 2XU, - Uy

avec Uy =0 et Uy =1 (C’est la méme relation de récurrence que pour les polynomes de Tchebychev).

1. Montrer que les propositions :

P VYneN, 3V, eR[X], Va eR, sin(nx) =V, (sin(z))
P, : VneN, 3V, eR[X], Vx R, sin(nx) = V,(cos(zx))

sont fausses.

2. Montrer que pour tout n de N et tout  de R, on a :
sin(nz) = sin(z)U, (cos(x))

3. Que peut-on dire du degré et du coefficient dominant de U, ?

Exercice S12.

Soient M et J les matrices carrées de taille n x n a coefficients réels définie par :

r o a ... a 11 ... 1
M, - b 7'«2 : J - 1 1 1

. . a

b b 1 1 1

On note également P le polyndéme

n
P(X)=[1(r-X)
k=1
1. Montrer que, pour tout A dans R, il existe « et (3 réels tels que
det(M+MJ) = a+\p

2. En déduire a I'aide de P la valeur de det(M) dans le cas ol a et b sont distincts.

3. Calculer det(M) si a = b. On admettra ici que le déterminant est continue et donc que ’on peut inverser les
symboles lim et det.



Exercice S13.

Soient a, b et ¢ dans K et :

b 0 0
c a b -
A, =10 ¢ a =~ 0
T
0 ... 0 ¢ a
1. Déterminer une relation récurrente vérifiée par A,,.
2. Calculer A,, dans les cas suivants :
a) a=4,b=3,c=1 b) a=2,b=1,c=1 ¢) a=1,b=1,¢c=1
Niveau 3
Exercice S14.
Pour tout n de N\ {0,1}, on désigne par :
0 1 0 e 0
n-1 0 2 0o -
A, - 0 n-2 0 3
: 2 0 n-1
0 0 1 0

la matrice de coefficients (a;;) tous nuls sauf ceux tels que :
Vke{l,...,n- 1},ak+17k =n—-k,ap k1 =k

Ainsi pour les premiéres valeurs de n, on a :

010
As=[2 0 2 Ay =
01 0

b
X
1l
—_—
_= O
O =
~—
O O Ww o
O N O =
= o N O
O Ww o O

1. Déterminer les déterminants de Ay, Az, A4 et As.

2. On désigne par ¢ lapplication de R,,_;[ X ] dans R,,_;[X] définie par :
¢(P) = (n-1)XP(X)+(1-X*)P'(X)

ot P’ désigne la dérivée du polynéme P. Montrer que ¢ est un endomorphisme.
3. Calculer ¢(X*). Comparer la matrice de ¢ dans 8= (1, X, X2,..., X" 1) et la matrice A,.

4. On définit pour tout h de {1,...,n -1} le polynéme Pj, = (X —1)"*(X +1)""1" et le réel A\, = n — 1 - 2h. Montrer
que ¢(Pp) = A\p Py, pour tout h de {0,1,2,...,n—1}.

5. Notons ' = (Py, P1,...,P,_1). Montrer en utilisant le résultat de la question précédente que 3’ est une base de
R,-1[X].

6. Déterminer la matrice de ¢ dans cette base.

7. En déduire le déterminant de A,, puis les valeurs de n pour lesquelles on a A,, inversible ?



Exercice S15.

On considére ¢ un automorphisme de M, (R) vérifiant :

VM,N e M, (R), o(MN) = o(M)p(N)

De plus, pour tous i,j dans [1,n]], on note :
— Fj; la matrice élémentaire dont tous les coefficients sont nuls sauf celui situé a la ligne ¢ et a la colonne j qui

vaut 1.

— Uiy = o(Ei;)
— u;; ’endomorphisme de R™ canoniquement associé a Us;

1.

gUk N

Soient 4, j, k et I dans [[1,n]]. Rappeler sans démonstration de la valeur de E;; x Ey;. En déduire que :
oo [0 sk
i Ok = uy si j=k
Montrer qu’il existe 2 dans R™ tel que u11(2) # 0. On note e; = u;1(2) pour tout i de [[1,n]].
Montrer que la famille 8 = (eq,...,e,) est une base de R".

Soient i et j dans [1,n]]. Déterminer la matrice de u;; dans la base .

En déduire qu’il existe une matrice inversible P vérifiant :
Vi,je[[1,n]], ¢(Ei;) = P 'Ej P

Montrer que :
VM e M,(R), o(M)=P 'MP



