
Chap. 2 Rappels et compléments d’algèbre linéaire PSI

Exercices supplémentaires

" Tout est difficile avant de devenir facile."

T. Fuller

Niveau 1

Exercice S1.

Soit f et g des endomorphismes de E tels que f o g = Id
E

.
1. Montrer que si E est de DF alors f et g sont bijectives.
2. Montrer qu’en DI, on peut avoir f ou g non bijectives.

Exercice S2.

Le but de l’exercice est de chercher l’ensemble des matrices de Mn(R) qui commutent avec toutes les autres. Cet
ensemble est appelé le centre de Mn(R).

Considérons une matrice A dont les coefficients sont notés par les réels (aij). De plus pour tout i et j de {1, . . . , n},
on note par Eij la matrice élémentaire contenant des 0 partout sauf à la ligne i et la colonne j où elle contient un 1.

1. Montrer que E1iAEj1 = aijE11 pour tout i, j de {1, . . . , n}.
2. En déduire que A est dans le centre de Mn(R) si et seulement s’il existe λ dans R tel que A = λ.In

Exercice S3.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E.
1. Montrer que : ∀n ∈ N, Im(fn+1) ⊂ Im(fn)
2. Montrer que : ∀n ∈ N, Im(fn) = Im(fn+1) Ô⇒ Im(fn+1) = Im(fn+2)
3. Montrer que si dim(E) = 3 alors rg(f3) = rg(f4) .

Exercice S4.

Trouver u, v et w les nombres complexes de modules 1 tels que { u + v +w = 1
u.v.w = 1

Niveau 2
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Exercice S5.

On note ∆ l’application de R[X] dans R[X] par : ∆(P )(X) = P (X + 1) − P (X).
1. Montrer que ∆ est une application linéaire.
2. Montrer qu’une fonction polynôme sur R périodique est constante. En déduire le noyau de ∆.
3. Déterminer le degré de ∆(P ) en fonction de celui de P

4. On note ∆n la restriction de ∆ à Rn+1[X] à la source et Rn[X] au but. Montrer que ∆n est surjective pour tout
n de N.

5. Montrer que ∆ est surjective.

Exercice S6.

Soit E un k-espace vectoriel et f un endomorphisme de E.
1. Montrer que si f est une projection alors E =Ker(f) ⊕ Im(f).
2. L’endomorphisme f est à présent quelconque, montrer que

Ker(f) ∩ Im(f) = {0} ⇐⇒ Ker(f) =Ker(f2)
E =Ker(f) + Im(f) ⇐⇒ Im(f) = Im(f2)

3. On suppose à présent que E est de dimension finie. Montrer que :

Ker(f) =Ker(f2) ⇐⇒ Im(f) = Im(f2)

En déduire une condition nécessaire et suffisante pour avoir E =Ker(f) ⊕ Im(f).

Exercice S7.

Soient u et v des endomorphismes d’un R-ev E. Supposons de plus u nilpotent.
1. Montrer que u o v n’est pas forcément nilpotent.
2. On suppose dans le reste de l’exercice que u et v commutent. Montrer que u o v est nilpotent.
3. Montrer que I

E
− λ.u est inversible pour tout λ de R.

4. Montrer que si v est inversible alors u + v est inversible. On pourra exprimer u + v comme une composée.
5. Montrer la réciproque de la proposition précédente.

Exercice S8.

1. Soit P dans R[X]. Montrer que : P (Q) ⊂ QÔ⇒ P ∈ Q[X].
2. Soit f dans C([a, b],R). Montrer que si f n’est pas constante alors (1, f, f2, . . . , fn) est libre pour tout n de N.

Ici fn signifie f × . . . × f .

Exercice S9.

Soit n dans N∗. On considère les déterminants n × n suivants :

Dn =

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

2 1 . . . 1
1 3 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 1
1 . . . 1 n + 1

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

En =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

2 1 . . . . . . 1
1 3 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 1
1 . . . 1 n 1
1 . . . 1 1 1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

Fn =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

2 1 . . . . . . 1
1 3 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 1
1 . . . 1 n 1
0 . . . 0 0 n

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Ainsi le déterminant Dn ne contient que des 1 sauf sur la diagonale où il y a 2, 3, . . ., n + 1. Le déterminant En est
identique à Dn sur les n − 1 premières lignes et ne contient que des 1 sur la dernière ligne. Enfin le déterminant Fn est
aussi identique à Dn sur les n − 1 premières lignes et contient des 0 sur la dernière sauf sur la diagonal où il y a n.

1. Calculer E2, E3, E4, puis enfin En pour n quelconque.
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2. Exprimer Fn en fonction de Dn−1.
3. Expliquer pourquoi Dn = En + Fn. En déduire une relation de récurrence sur les Dn.

4. Posons Hn =
n

∑
k=1

1
k

. Montrer que Dn = (1 +Hn)n!

Exercice S10.

Soient E1,. . .,En des sev d’un K espace vectoriel E.
1. Montrer que E = E1 ⊕ . . . ⊕ En si et seulement s’il existe une famille (p1, . . . , pn) de projections de E vérifiant

pour tout i et j de {1, . . . , n} :
● Id = p1 + . . . + pn

● pi o pj = 0 si i ≠ j.
● Im(pi) = Ei.

2. Montrer que cette famille de projections est unique.

Exercice S11.

Notons (Un) la suite de polynômes définies par la relation de récurrence :

Un+1 = 2XUn − Un−1

avec U0 = 0 et U1 = 1 (C’est la même relation de récurrence que pour les polynômes de Tchebychev).
1. Montrer que les propositions :

{
P1 ∶ ∀n ∈ N, ∃Vn ∈ R[X], ∀x ∈ R, sin(nx) = Vn(sin(x))
P2 ∶ ∀n ∈ N, ∃Vn ∈ R[X], ∀x ∈ R, sin(nx) = Vn(cos(x))

sont fausses.
2. Montrer que pour tout n de N et tout x de R, on a :

sin(nx) = sin(x)Un (cos(x))

3. Que peut-on dire du degré et du coefficient dominant de Un ?

Exercice S12.

Soient M et J les matrices carrées de taille n × n à coefficients réels définie par :

Mn =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

r1 a . . . a
b r2 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ a
b . . . b rn

⎞
⎟⎟⎟
⎠

J =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

1 1 . . . 1
1 1 . . . 1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 1 . . . 1

⎞
⎟⎟⎟
⎠

On note également P le polynôme

P (X) =
n

∏
k=1
(rk −X)

1. Montrer que, pour tout λ dans R, il existe α et β réels tels que

det(M + λJ) = α + λβ

2. En déduire à l’aide de P la valeur de det(M) dans le cas où a et b sont distincts.
3. Calculer det(M) si a = b. On admettra ici que le déterminant est continue et donc que l’on peut inverser les

symboles lim et det.
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Exercice S13.

Soient a, b et c dans K et :

∆n =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a b 0 . . . 0
c a b ⋱ ⋮
0 c a ⋱ 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ b
0 . . . 0 c a

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
1. Déterminer une relation récurrente vérifiée par ∆n.
2. Calculer ∆n dans les cas suivants :

a) a = 4, b = 3, c = 1 b) a = 2, b = 1, c = 1 c) a = 1, b = 1, c = 1

Niveau 3

Exercice S14.

Pour tout n de N ∖ {0, 1}, on désigne par :

An =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 . . . . . . 0
n − 1 0 2 0 ⋱ ⋮

0 n − 2 0 3 ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ 2 0 n − 1
0 . . . . . . 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

la matrice de coefficients (aij) tous nuls sauf ceux tels que :

∀k ∈ {1, . . . , n − 1}, ak+1,k = n − k, ak,k+1 = k

Ainsi pour les premières valeurs de n, on a :

A2 = (
0 1
1 0 ) A3 =

⎛
⎜
⎝

0 1 0
2 0 2
0 1 0

⎞
⎟
⎠

A4 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 0
3 0 2 0
0 2 0 3
0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠

1. Déterminer les déterminants de A2, A3, A4 et A5.
2. On désigne par ϕ l’application de Rn−1[X] dans Rn−1[X] définie par :

ϕ(P ) = (n − 1)XP (X) + (1 −X2)P ′(X)

où P ′ désigne la dérivée du polynôme P . Montrer que ϕ est un endomorphisme.
3. Calculer ϕ(Xk). Comparer la matrice de ϕ dans β = (1, X, X2, . . . , Xn−1) et la matrice An.
4. On définit pour tout h de {1, . . . , n− 1} le polynôme Ph = (X − 1)h(X + 1)n−1−h et le réel λh = n− 1− 2h. Montrer

que ϕ(Ph) = λhPh pour tout h de {0, 1, 2, . . . , n − 1}.
5. Notons β′ = (P0, P1, . . . , Pn−1). Montrer en utilisant le résultat de la question précédente que β′ est une base de

Rn−1[X].
6. Déterminer la matrice de ϕ dans cette base.
7. En déduire le déterminant de An puis les valeurs de n pour lesquelles on a An inversible ?
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Exercice S15.

On considère φ un automorphisme de Mn(R) vérifiant :

∀M, N ∈ Mn(R), φ(MN) = φ(M)φ(N)

De plus, pour tous i, j dans [[1, n]], on note :
— Eij la matrice élémentaire dont tous les coefficients sont nuls sauf celui situé à la ligne i et à la colonne j qui

vaut 1.
— Uij = φ(Eij)
— uij l’endomorphisme de Rn canoniquement associé à Uij

1. Soient i, j, k et l dans [[1, n]]. Rappeler sans démonstration de la valeur de Eij ×Ekl. En déduire que :

uij o ukl = {
0 si j ≠ k
uil si j = k

2. Montrer qu’il existe x dans Rn tel que u11(x) ≠ 0. On note ei = ui1(x) pour tout i de [[1, n]].
3. Montrer que la famille β = (e1, . . . , en) est une base de Rn.
4. Soient i et j dans [[1, n]]. Déterminer la matrice de uij dans la base β.
5. En déduire qu’il existe une matrice inversible P vérifiant :

∀i, j ∈ [[1, n]], φ(Eij) = P −1EijP

6. Montrer que :
∀M ∈ Mn(R), φ(M) = P −1MP

5


