Chap. 1 Intégrales généralisées PSI

Correction des exercices de références

Exercice R1 - Intégrales de Dirichlet. Soit o dans R. Notons :

+00 i
D, - f s1n(t)dt
1

ta

1. Soit 8 dans R*. Montrer que pour tout o de R, 'intégrale D, est de méme nature que :

B +o0 gin(5t)
Sa,ﬁ = ‘[1 1o dt

On pourra remarquer (aucune preuve demandée) et utiliser qu’on a, dans chaque question, un résultat similaire
en remplagant sin par cos.

2. Si a > 1, montrer que D, est absolument convergente.

3. Si a €]0,1], montrer que :
— D, est convergente.
— D, n’est pas absolument convergente. On pourra utiliser que : Vz € R, |sin(z)| > sin?(z).

4. Si a <0, montrer que D, est divergente. On pourra montrer que la suite (a,) ne tend pas vers 0 avec :

TN+T qf t
0 - / sin( )dt

n (A

Dans S,, 5, effectuons le changement de variable = §t. On obtient :

g B f+°° sinz dr 6a_1/+°° Sinwdx
P s (z)”‘ﬂ B s ao

B

Ainsi, S4 5 et D, sont de méme nature.

Ona:

sint
tOL

Comme les fonctions sont positives et que l'intégrale :
+o00 1
f —dt
1 te
converge car « > 1, on peut déduire du théoreme de comparaison que D, est absolument convergente.

Montrons que D, est convergente a I’aide d’une IPPG. Soit

u(t) = & v(t) = —cos(t)

t()t
w(t) = =% (t) =sin(t),

[_ cos(t) ]wo
t(l/,

1

Les fonction u et v sont C' et le crochet :

est convergent et vaut 0, ce qui justifie I'utilisation I'intégration par parties généralisée. On obtient ainsi :



D, - |:_cos(t)]+°° ~ af+m costdt
to L 1 ta+l

Cette derniére intégrale étant convergente également d’apres la question 1, on en déduire que D, est convergent.

Tout d’abord :

/‘*‘X’ sin? t /‘*‘X’ 1 f*‘” 005(275)
1 to 2 2

La premiere intégrale est divergente et la seconde est convergente d’apres les questions 1 et 3a. Ainsi 'intégrale
+eo sin® ¢
f dt
1 A

sin?t  |sint|
<
A te

et les fonctions sont positives. Ainsi d’apres le théoréme de comparaison, D, n’est pas absolument convergente.

est convergente. De plus :

Par I'absurde, supposons que D,, converge. Comme :

nmw+m t km+m t n
f sin dt _ Z [ sin dt _ Z a
T k=1

on en déduit que la série )" ay converge et donc que a,, — 0. De plus, pour tout n de N, en posant T'=t—nm, on a :
n—oo

nmw+m t s int s intl
lan| = ‘/ Slidt S T L | _SmE ar
o (T+nm)e o (T+nm)e

Enfin :

1 a 2
lan| > 7f sin7dl = ——
(n+1)ne Jo (n+1)ane

Or, la suite (W) ne tend pas vers 0 ce qui est absurde. Donc D,, est divergente.

Exercice R2. Pour f et g dans F =C([-1,1],R), posons
_ [ f®e@)

1. Montrer que 'intégrale définissant (../..) converge.

2. Montrer que (../..) est un produit scalaire sur FE.

3. Pourquoi (../..) n’est pas un produit scalaire sur F([-1,1],R).

La fonction f x g est continue sur le segment [-1,1]. D’aprés le théoréme des bornes atteintes, elle est bornée. On a

donc :
IM eR, Vie[-1,1], |f(H)g(t)] < M.
Ainsi : 090 o
B t)g(t
vhelta e viie

De plus, 'intégrale

I Vs _ 1
[1 mdt = [Marcsm(t)]i1 = M

est convergente. Les fonctions étant positives, on peut appliquer le théoreme de comparaison. L’intégrale définissant
(flg) est donc convergente.



D’aprés la question 1, I'application (..|..) est une application de E? dans R.

e Montrons que (..|..) est linéaire & gauche.
Soient f,g,h dans F et \,peR :

(Af + pglh)

/1 Af(t) + pg()() .,

N
)\f / t)h(t)dt ‘o _11 %dt

ACfIR) + M(9|h)

Ainsi, (+-) est linéaire & gauche.

e Montrons que (..|..) est symétrique.
Soient f,g dans E :

oy = [ IO L IO,

Ainsi () est symétrique.

e Montrons que (..|..) est bilinéaire.

C’est automatique car 'application est linéaire a gauche et symétrique.

e Montrons que (..|..) est positive.

Par positivité de I'intégrale, on a pour f dans E :

IO NN ()

Ve \/—_tzdt>0 = (f|f) =0

e Montrons que (..|..) est définie positive. Soit f dans E :

(f1f)=0 — fjj%dtzo

2
V1-t2

Or la fonction t — est positive et continue donc :

f2(t)
V-2

Vte]-1,1], =0 = Vte]-1,1[, f(t)=0
Par continuité, on a f =0.

L’application (:|-) n’est pas définie positive sur F([-1,1],R). En effet, en prenant application f définie par :

sit=0
sinon

-1 g

ona f#0et (f|f)=0.



Exercice R3 - Calcul de I’'intégrale de Gauss. L’intégrale de Gauss est définie par :

+00
I= f et dt

—_

. Montrer la convergence de I.

[\

. Montrer que pour tout réel z > -1, on a In(1 + z) < z. En déduire que pour tous n de N* et ¢ de [0, /n][ :

2 n . 2 -n
(1—t) <et < (1+t)
n n

3. Posons W, = /5 cos” (z)dz. Montrer que pour tout n de N~ {0,1},
0

vn
\/EWQTHI < /O‘ 672&2 dt < \/EWQTL—Q

>

. On rappelle que W,, ~ /5. En déduire que I = VT

2 . 7
L’mtegrale est 1umpropre en —oo et +oo. Comme ﬁ2€_t f—) 0 par croissances comparees, on a :
[—+00

e_t2 0( 1) et f+°° 1 dt converge
=ol|—= — Y .
t2 1 t2 &

D’apres le théoréeme de comparaison des fonctions positives, 'intégrale I est convergente en +oo. Par parité de la
. — 2 . . .
fonction ¢ — 7", le raisonnement est identique en —oo.

La fonction In(1 + x) est concave. Elle est donc en dessous de ses tangentes ; en particulier, sa tangente en 0. On
obtient :
Ve e[0,+o0[, In(l+z) <z

On a donc, pour tout te€ R :

H
=]
—_—
—
|
L3 TR
N —
IA
|
El R

De plus, pour tout t e R :

m(1+£) < 2
n
— /nln(1+%) < €t2
2 n
— 1+t— < 6f2
n

2\ " 2
— [1+= > et
n

En effectuant le changement de variable ¢ = \/nsin(z), (donc dt = \/ncos(x) dz) on obtient :

i

2

ViWana = Vi [O (1 - sin®(2))" cos(x) da
vn 2\"
fo (1—n) dt

vn _¢2 .
/ dt (d’apres Q2)
0

IA
9]



En effectuant le changement de variable ¢ = \/ntan(z) (donc dt = \/ﬁﬁ(m) dzx), on obtient :

ViWas = i [ o (@) S
0 cos?(x)

+o0o t2 -n
/ (1 + ) dt
0 n
+00
[ e‘t2 dt
0

Vo s
f e’ dt (dapres Q2)
0

v

\%

Avec I’équivalent de W,, donné dans I’énoncé, on a :

Y T _ VT
Vi Wans e VM 2@ery L, Van T 72
T . /i _ VT
Vnwap- e LT T S an 2

Ainsi :

lim Vnwaps: = lUm Vnwsp_o = ﬁ

n—+oo n—+oo 2
En utilisant 'inégalité de la question 3 et le théoréme d’encadrement, on obtient :
+o00
f e dt = ﬁ
0 2

t

Par parité de la fonction ¢ — e~ 2, on conclut :

+o0o 2
1:2[ e dt =7
0



Chap. 2 Rappels et compléments d’algebre linéaire PSI

Correction des exercices de références

Exercice R4. Soient Ag, ..., A, dans C. Posons
L X A ... A\ 2 1+X 1+XA2 ... 1+A7
L A A2 0o 2 1+XA 1+A2 ... 1+A7
Vo,--sA) = |1 X A ... M VP(MAo,--sAn) = |2 T+Xa 1422 ... 1+A%
def : : : - : def : : : :
L A A2 A 2 1+, 1+X2 .0 1+\
1. Montrer que :
VA, ) = H (Aj =)
0<i<j<n
En déduire que V(A1,...,A,) #0 si et seulement si les A\q, ..., A\, sont distincts.
2. Montrer que :
VP(Ai, .05 ) = 2V (A, .. A\)

Montrons le résultat par récurrence sur n. Pour n = 0, le résultat est trivial en se rappelant qu'un produit de 0 élément
vaut 1. Supposons le résultat acquis pour n fixé dans N et montrons-le pour n + 1. Posons f(x) =V (Ag,..., An, ).
En développant ce déterminant suivant la derniére ligne, on s’apercoit que f est un polynéme de degré n+ 1 dont le
terme dominant est V(Ag,...,A,). De plus

f()‘O):f(/\l): = f()\n) =0

car on obtient 2 lignes identiques dans le déterminant. Les racines de f sont donc en évidence et la forme factorisée
de f est :

f(z) = V()\O,...,)\n).ﬂ(a:—/\i)

11 suffit d’utiliser I’hypothese de récurrence et on obtient :

Voo Amdet) = fOunn) =TT (Aj-xi)ﬁo(xm—m - I -

0<i<j<n 0<i<j<n+1

Posons :

T+l x+X T+AD ... THNY
r+1l o+ T+ L A}
gx)=|z+1 xT+X T+A3 ... T+A\}
r+1 x+N, Tz+AE . 2+ D

On soustrait ensuite la ligne 1 aux lignes de 2 a n + 1. On obtient :

T+l m+X THA ... T+

0 AM=Xo AT-N2 L0 AP-AD

g(x) = 0 Ao—Xo AZ-N2 L. A-AD
0 An-Xo A2-X2 ... Am- )\

Puis en développant suivant la ligne 1, on s’apergoit que g est un polynéme de R;[X]. Il existe donc a et b dans R
tels que g(z) = ax + b. De plus :



Vros- - An)

——
Q <«
—~
(==}
~
|
S
|

On a donc :

VP()\(),...,/\”) = g(l) = a+b = 2.V(A07...,>\n)

Exercice R5. On définit la suite des polyndémes de Tchebychev (T;,) par Tp =1, Ty = X et :
VneN T, = 2XT,-T,_1
1. Montrer que :
vnN, V0 e R, cos(n) =T, (cosd) (%)

Montrer que T}, est le seul polynome vérifiant la relation (*).
Calculer T5 avec la relation de récurrence, puis avec la relation (*).
Montrer que pour tout n de N, le polynéme T, est de degré n,

Montrer que pour tout n de N, le polynéme T,, scindé et a racines simples.

S Gk N

Montrer que pour tout n de N*, le coefficient dominant de T}, est 277! si n > 1. En déduire la forme factorisée de
T,.

Montrons par récurrence double que pour tout n de N, T,,(cos(z)) = cos(nz). Les résultats sont évidents pour
n =0 et n =1. Supposons que le résultat soit vrai pour n—1 et n avec n fixé dans N*. A partir de I’équation de
récurrence, puis en utilisant ’hypothese de récurrence, on obtient :

Th+1(cos(t)) 2cos(t)T(cos(t)) — Tn-1(cos(t))

2cos(t) cos(nt) — cos((n—1)t)

Puis on utilise la formule trigonométrique obtenue par somme de cosinus :
cos((n+1)t) +cos((n-1)t) = 2cos(t)cos(nt)
Ainsi T),41(cos(t)) = cos((n + 1)t) et le résultat est démontré par récurrence.
Supposons qu’il existe T;, et Q,, vérifiant :

VteR, T,,(cos(t)) = Qn(cos(t)) = cos(nt)

Puis par soustraction et en posant z = cos(t), on obtient :

Vee[-1,1], (T, -Qn)x=0
Ainsi le polynéme T,, - @, est nul sur [-1;1]. Il a ainsi une infinité de racines. Il est donc nul.

Déterminons T5 a l'aide de la relation * en développant cos(5x) :

cos(bx)

Re(€5i-z)5
= Re((e”) )

= Re ((cos(ac) +i sin(x))s)

= Re ( ZS: (2) cos®F (x)" sink(m))

k=0

= é (Z) cosS_k(x) sin® (x)Re (zk)

Or Re(i*) = 0 si k est impair et Re(i*) = i* si k est pair. Ainsi la somme devient :



cos(bxr) = (g) cos®(x) + (g) cos®(x)i%sin?(z)  + (Z) cos(x)it sin*(x)
= cos’(z) - 10cos®(z)(1 -cos?(z)) + 5cos(x)(1-cos?(x))?
Ainsi :
Ty = X°-10X3(1-X2)+5X(1-X2)2

X5 -10X3+10X° +5X - 10X3 + 5X°)
= 16X°-20X%+5X

Calculons T5 avec ’équation de récurrence. Il faut donc calculer 15, T3, T4 avant.

T, = 2XT,-T,
= 2X%2-1
Ty = 2XTh-Th
= 2X(2X%-1)-X
= 4X%3-2X-X
= 4X3-3X
Ty = 2XT5-Th
= 2X(4X3-3X)-(2X%-1)
= 8X*-6X2-2X2%+1
= 8X%-8X2+1
Ts = 2XTy-T;
= 2X(8X*-8X2+1)-(4X3-3X)
= 16X°-16X3+2X -4X3+3X
= 16X°-20X3%+5X

Par récurrence double, montrons que pour tout n de N, le degré de T, est n. Comme

{ deg(Po) deg(1)

deg(P1) = deg(X) 1

le résultat est vrai pour n =0 et n = 1. Supposons le résultat vrai pour n et n+ 1, avec n fixé dans N, et montrons-le
au rang n + 2. Comme
deg(2XPyi1) = 1+(n+1) > n = deg(P,)

on a :

deg(Pp42) = deg(XPpi1+P,) = Max(deg(X Ppi1),deg(P)) = Mazx(n+2,n) = n+2
Ainsi deg(P,) = n pour tout n de N.

Montrons & présent que T, est scindé & racines simples. Résolvons T, (cos(z)) =0 :

Th(cos(x)) =0 <= cos(nx)=0 < nx= g[ﬂ']

Les valeurs

avec k€ {0,...,n—1}

2k + D)
2n )

Tk :cos(

sont des racines de T, toutes différentes car la fonction cos est strictement décroissante sur [0;7]. On a donc
trouvé n racines distincts de T}, qui est de degré n, on a toutes les racines et ces racines sont simples.

@ Montrons le résultat par récurrence simple. Le coefficient dominant de P; = X est 1 = 2'7!: le résultat est donc vrai
pour n = 1. Supposons le résultat vrai pour n, avec n fixé dans N*, et montrons-le au rang n + 1. Comme

deg(2XPn+1) > deg(Pn)

le coefficient dominant de 2X P41 + P, est celui 2X P41 soit encore 2.2(m* D=1 = 97+1 6 régultat est donc vrai
pour tout n de N*.

Compléments.



Il est possible d’avoir une forme explicite de 7T;, en s’inspirant de la question 3.a. :

cos(nz) = Re(einm)

Re((e™)") .
Re ((cos(a:) +isin(x)) )

]ie (é;) (Z) cos™ F (z)i" sink(x))

= Z (Z) cos" ¥ (x) sink(:ﬂ)Re (Lk)

k=0

Or Re(i*) = 0 si k est impair et Re(i*) = i* si k est pair. Ainsi la somme devient :

n

cos(nz) = > (Z) cos™ F (z)i* sin® (z)

k=0k pair
En posant K =2k, on obtient :

cos(nz) = Y. ( " )COSn_QK(JZ)(—l)KSiI’lZK(QE)
Ko \2K
) KT 2K 2 K
= K:O(—l) (2K) cos" " (z)(1 - cos“(x))
Ainsi :
T — [Z%:] (_l)K( n )Xn,—ZK(l_XQ)K
K=0 2K
Exercice R6. Soient n dans N et ay,...,a, dans K distincts.

1. Pour tout ¢ dans {0,...,n}, il existe un unique polynéme L; de K, [X] vérifiant L;(a;) = d;; pour tout j de
{0,...,n}. Ce polynome vaut :
n X - CLj

ai—aj

L; =

j=0
G=i

2. La famille (Lo,..., L,) forme une base de K,[X].

3. Les coordonnées d’un polyndéme P de K,,[ X ] dans cette base sont :
(P(ap),P(a1),...,P(an))

En d’autres termes, on a :
P = P(CLQ)LO + P(al)Ll + ...+ P(an)Ln

4. En particulier,ona: Lo+ Li+...+L, =1

Raisonnons par analyse-synthese.

e Analyse.
Supposons qu’il existe un polynéme L; vérifiant les hypotheses. Les réels a; pour j # ¢ sont racines de L;. On a
donc :

HQER[XL LL = ﬁ(X—aj)~Q

Jj=0
J#i

Comme le polyndéme L; est de degré n maximum, @) est constant. Pour trouver cette constante, on évalue en a;. On

obtient : Li(a) )
i\
Q = n = n
H(ai—aj) H(ai—aj)
j=0 j=0
J#i VE)



On obtient donc :
n X - G,j

j=0 &i ~ aj
j#i

e Synthese.
Le polyndéme L; trouvé vérifie bien les hypotheses.

¢ Conclusion
Il existe un polynéme unique L; vérifiant :
L; eR,[X]
Viello,n]l,  Li(a;) = 0
Soit Mg, ..., A, dans K vérifiant :
)\0L0 +-++ AL, =0
On évalue en a; pour ¢ dans [[0,n]], on obtient :

O+-+0+XNLi(a;))+0+--+0 = 0

Donc pour tout ¢ € [[0,n]] on a A; =0, la famille est donc libre. De plus, elle comporte n + 1 = dim(K,,[X]) vecteurs,
c’est donc une base de K, [X].

Soit P € K,[X]. Comme (Lo, ...,Ly,) est une base de K,,[ X], d’aprés la question 2, il existe Ao, ..., A, dans K
vérifiant :

P= i ML
i=0

On évalue ensuite en a; avec ¢ dans [[0,n]], on obtient P(a;) = A;. Ainsi :

P= Zn:P(az)Ll

=0

Comme pour tout P de K,[X], on a :
P = P(ao)LQ + e+ P(an)Ln

En prenant P =1, on obtient :

10



Chap. 3 Séries numériques PSI

Correction des exercices de références

Exercice R7. Déterminer la nature des séries suivantes :

In(n)™ 1 1
Z Z ncos(}fl) Z nch(%)

nin(n)

Déterminons la limite du terme général :
ln(n)n en In(In(n))

nin(n) eln?(n)
en In(In(n) )—ln2 (n)

en(ln(ln(n))—@)

—> +00 par croissances Comparées

n—+oo

Ainsi la série
In(n)™

Z nln(n)

est grossierement divergente.

Pour tout n € N, on a grace a la croissance de la fonction exponentielle :

1 1

cos(f) <1 In(n) cos 7) < In(n)
n

eln(n)cos(%) < eln(n)

1
nCOS(;) S n

1
nees() " n

(A

Or Z% diverge et les séries sont a termes positifs, la série
Z 1
ncos(%)

est donc divergente d’apres le théoreme de comparaison.

Effectuons un développement limité :
1 1 1 1

= ~ —_

N T = In(n)
ncos( n) eln(n)(1+0( ) neO(T) toeo n

La derniere équivalence étant obtenue grace au théoréme des croissances comparées. Or Z% diverge et les séries
sont a termes positifs. D’apres le théoréme de comparaison, on peut conclure que la série
> —
1
neos(2)

est divergente.

11



Posons u,, = m On a alors pour n>1 :

1 1
fet Tl = (n+11)2+(—1)”+11_n2+(—1)”
< —
T o (n+1)2-1 n?2+1
. n?+1-(n?+2n+1-1)
- ((n+1%2—1)(n2+1)
< -2n+1
T ((n+1)2-1)(n%2+1)
< 0

La suite (uy,) est décroissante a partir d’un certain rang et converge vers 0. La série
Z (_1)n
n? + (-1)n

est donc une série alternée. Elle est convergente.

Exercice R8. Posons :

k
1
anzf U, = H, -1n(n) Vo=H,-In(n+1)
k=1T
Version A.
1. Montrer que : H, I In(n).
1

2. Montrer que pour tout n de N* : U,_.1-U, ~ —
+oo 2n2
3. En déduire que (U,,) est convergente. Sa limite est notée v, c’est la constante d’Euler.

Version B.
1. En utilisant le théoréme des accroissements finis, déterminer la monotonie de (Uy,) et (V).

2. En déduire que (U,,) et (V,,) convergent vers la méme limite. Leur limite est notée -, c’est la constante d’Euler.

1
3. Montrer que |U,, — 7| < —.
n

4. Ecrire un programme Python permettant de calculer v avec la précision souhaitée.

La fonction = — % est décroissante sur ]0;+oo[. On a donc :

1 k+11
Vk e N*, < f ldr <
k+1 k T

En sommant pour k variant de 1 & n—1 (avec n dans N\ {0,1}) :

n—1 1 n 1 nfll
,;kwrl : [1 20 s Z%

1
k

Soit, :
H,-1 < In(n) < H,——
n

Ce qui donne :

Or H, — oo, donc :

n—+o0o

lim (1—L) = lim (1— L ) =1
n—+oo Hn n—+oo TLHn

12



Par théoréme d’encadrement, on obtient :

Hn +';o ln(n)
Pour tout n € N*, on a :
Un1-U, = Hp1-In(n)-H,+1In(n)
1
= ——-In{1--—
n n

+oo 212
Puisque :
1 1
U,.1-U, o o2 et Z ﬁconverge

nous pouvons utiliser le théoréeme de comparaison des séries & termes positifs. La série > (U,-1 — U,,) est donc
convergente et par télescopage, (U,) est convergente.

Pour n e N,

Or la fonction z + In(z) est C* sur [n,n + 1]. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ dans
Jn,n+ 1] tel que :

Uni1 -Up = Hpyi-In(n+1)-H,+In(n) (1)

In(n+1) -In(n) %((n+1)—n) =

En réinjectant dans 1’équation (1), on trouve :

Upi1 -U, = -—- <0

La suite (U, ) est donc décroissante.
On raisonne de la méme maniére pour la suite (V). Pour n dans N, on a :
Vis1 -V = Hpmi-ln(n+2)-H,+ln(n+1)
Gréce au théoreme des accroissements finis, il existe ¢ dans |n + 1,n + 2[ tel que :
n(n+2)-In(n+1) = %((n+2)—(n+1)) . %
Ainsi :

Vi1 -V, = -— >0

n+l ¢

La suite (V) est donc croissante. De plus :

Vo-U, = H,-In(n+1)-H, +1In(n)

1
—1n(1+7) —  +00

n n—+oo

Les suites (U,) et (V;,) sont donc adjacentes. Ainsi, elles convergent vers la méme limite.

Soit n dans N. Comme (U, ) est décroissante, (V},) est croissante et les deux suites tendent vers -, on a :

V., < v < U,
Ainsi :
|Un_'7| < |Un_vn|
< |H,-In(n) - H, +In(n+1)|
1
< 1n(1+—)
n
< 1

n

13



Voici un programme permettant de calculer la constante d’Euler :

def Euler(Precision) :
n=1
H=1
while (1/n > Precision) :
n=n-4+1
H=H+1/n
return (H - In(n))

Exercice R9. On rappelle quelques informations sur I'intégrale de Wallis :

3 2n)!
I, = / cos®™(z)dx = (2n)
0

De plus, posons :

1 n!
Up =111 m et

1. Montrer que v, = (n + 1) In (1 + l) -1
2 n
2. En dédui 1
- En déduire que v, ~ T2
3. Montrer que (u,) est convergente.

4. Posons pour tout n de N, w,, = e“". Montrer que

\/§w2n

2
wy,

2
= \/57]2’)1
s

5. En déduire la formule de Stirling :

To_en) o
27221 (pl)2 2n

Up = Up —

Un+1

Pour tout neN, on a :

Un = Up —Up+1
n! (n+1)!
= In|l————=|-In
nne—nﬁ (n + 1)n+1€—n—1‘ /n+1
n! (n+1)"emy/n+1
= In X
n"e~"\/n (n+1)!
( 1 (n+1)"e ™ /n+ 1)
= In X
nte "\/n 1
| (n+1)” vn+l 1
= n - — e —
n Jn e
= ln((1+1) -\/14-1)—111(6)
n n
n+i
- ln((1+1) 2)—1
n
= (n+1)ln(1+l)—1
2 n
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Déterminons un équivalent de v,, :

Un

1}
N
3
+

| =
N —
—
=]
—
[
+
S|
~———
|
—_

2
(v 3) (3 5 o)
2)\n  2n2 3n3 n3
1 N 1 1 1 1+ 1
= - - ol —
2n  3n? 2n n? n?
O A0 1)
57 1) ol

Utilisons le théoréme de comparaison des séries a termes positifs. On a :

1
+oo  12n2

Up — Un+1

et ﬁ converge par Riemann. Les séries étant positives, on peut en conclure que Y u, — un,+1 est convergente et
donc, par télescopage, (u,,) est convergente.

Pour tout n de N, on a :
V2wa, /3 (2n)! n?re 2" .n

wi o .2(2?)%@—2”\/%' (nl)?
__(@n)! N

gn|)2 .922n
712n\/ﬁ
™

On sait d’apres la question 3 que la suite (u,) est convergente, donc w,, = €“» admet une limite ¢ dans R*. Ainsi

wy, ~ et :
\/§w2n \/§€ _ \/§
w2 v (2
De plus :
2wy, 2 2 1
V2w _ o2 om 2 [T 1
w2 ™ +o0 ™ 4n ™

Enfin, par unicité de la limite, on en déduit que :

L
14 NS
Ainsi w,, ~ £ =+/27, donc
nl ~ 2mn (ﬁ)

15



Chap. 4 Réduction des endomorphismes PSI

Correction des exercices de références

Exercice R10. Soit A la matrice suivante

3 0 -1
A = 2 4 2
-1 0 3

1. Démontrer que A est diagonalisable et déterminer une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles
A=PDpP7!

2. Déterminer un polynéme annulateur de A scindé a racines simples.
3. En déduire A™.

Déterminons le polyndéme caractéristique de A :

X-3 0 1
X, = -2 X-4 -2
1 0 X-3
En développant suivant la colonne 2, on obtient :
X-3 1
w7 s o) - (e a2x-2)
Déterminons les espaces propres :
1 0 1 0 1
Ey = ker| -2 0 -2 = Vect||1],] 0
1 0 1 0/ \-1
-1 0 1 1
Ey, = ker| -2 -2 -2 = Vect]|1
1 0 -1 1

Le polynéme caractéristique est scindé et la multiplicité des valeurs propres est égale a la dimension de I'espace
propre associé. La matrice A est donc diagonalisable.

Ainsi on a A= PDP™! avec :

4 0 0 0 1 1
D=10 4 0] e P=|1 0 1
0 0 2 0 -1 1

D’apres la seconde condition de diagonalisation, A est diagonalisable si et seulement si le polynéme spectral est
annulateur.

Ainsi :
P, =(X-2)(X-4)

est annulateur de A.

On effectue la division euclidienne de X" par Ps. Comme Pg est de degré 2, il existe a, b dans R et @ dans R[X]
tels que :

X" = P,-Q +aX+b (*)
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En évaluant en 2 et 4, on trouve :

= 2a+b (1)
4" = da+bd (2)
Soustrayons (2) a (1) :
2" = 2a+b — a = L@n-2m) = 2.4nt-on!
47 9" = 94 b = 92"_9q = QN 9N _yn — 2n+1_4n

Enfin, en remplagant X par A dans I’équation (*), on trouve :

A’n — (2.477/—1 _2TL—1)A + (2’ﬂ+1 _471)]’

Exercice R11. Soit A dans Mg(R), inversible telle que A3 —~3A42+2A4 =0 et Tr(A) = 8.
1. Montrer que A est diagonalisable.
2. Déterminer la liste des vp de A ainsi que leur multiplicité. En déduire une matrice D diagonale semblable & A.

3. Donner tous les polynémes annulateurs de A.

4. Pour tout n de N, exprimer A™ en fonction de A et I.

D’apres ’énoncé, le polynoéme
P = X3-3X%+42X = X(X?-3X+2) = X(X-1)(X-2)

est un polyndéme annulateur de A. Ainsi il existe un polyndéme annulateur de A scindé a racines simples. La matrice
A est donc diagonalisable.

Le polynéome P = X(X -1)(X -2) étant annulateur, on a :
Sp(A) c Rac(P) = {0,1,2}
De plus, A est inversible donc 0 n’est pas valeur propre. On a donc :

Sp(4) c {1,2}

Notons 1 et ps les multiplicités (éventuellement nulles) des valeurs propres 1 et 2. On a alors :

8 Lopn+2-pp = tr(A) . p1 =4
6 = 1+ e = taillede A o =2

Ainsi 1 et 2 sont les valeurs propres de A de multiplicité respective 4 et 2.

D’apres la question 1, le polynéme P = (X —1)(X —2) est un polyndéme annulateur de A. Ainsi tout multiple de P
est encore annulateur.
Inversement, montrons que si () est un polynéme annulateur de A, alors c’est un multiple de P. Effectuons la
division euclidienne de @ par P, on obtient :

Q = P-Qy+aX+b

En évaluant en A, on trouve aA + bl = 0. Si (a,b) # (0,0), alors A admet un polynéme de degré 1 annulateur, ainsi
A a une unique valeur propre. Absurde. Donc (a,b) = (0,0) et Q est un multiple de P.

Ainsi les polynémes annulateurs de A sont exactement les multiples du polynéme spectral. Le résultat reste vrai
pour toute matrice diagonalisable avec une démonstration similaire.

17



Pour déterminer A", on effectue la division euclidienne de X™ par P. On obtient, puisque P est de degré 2 :
X" = PQ+aX+0

avec Q dans R[X] et (a,b) dans R?. En évaluant en 1 et 2, on trouve :
1 =a+b a = 2"-1
<
2" = 2+ b= 2-2"

A" = (2"~ 1) A+ (2-2")]

Enfin, en évaluant en A, on trouve :

C’est-a-dire :

27L+1 -1 0 0
An: 2n+1_2 3.9"_9 2n+1_2
1-2" 0 ntl 1

Exercice R12. Considérons la suite récurrente (u,) définie par ug =0, uy =ug =1 et :

Vn e N7 Un+3 = 6un+2 - 11u'rv,—¢—1 + 6un

Un,
1. Posons X,, =| un+1 |- Déterminer A telle que pour tout n de N, X,,,1 = AX,,.
Un+2
2. Diagonaliser A.

3. En déduire u,, en fonction de n.

Déterminons une relation de récurrence sur les X, :

Up+1 0 1 0 Un,
Xns1 = Un+2 = 0 0 1 Un+1 = AX,
Un+3 6 -11 6 Un+2
Déterminons le polynéme caractéristique :
z -1 0
Xa (.CE) = 0 T -1
-6 11 z-6

On peut reconnaitre une matrice compagnon ou calculer naivement le déterminant. Choisissons la deuxiéme solution
en effectuant I'opération élémentaire C3 < C3 + Cq + Cs.

r -1 z-1
xX,(x) = [0 =z x-1
-6 11 z-1

Puis avec les opérations élémentaires Lo < Ly — L1 et Ls <« Ls— L1, on obtient :

T -1 r—-1
- r+1 0
-6-z 12 0

XA(J;) =

On développe suivant la derniére colonne :

T r+1

X, () = (m—l)‘_g_x 19 = (x—l)[—12x+(6+x)(x+1)]
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Enfin :

X, (z) = (x—l)(—12m+6x+x+a:2+x) = (x—l)(x2—5x+6) = (z-1)(z-2)(z-3)

La matrice A est diagonalisable car x, est scindé a racines simples. Déterminons & présent les espaces propres.

1 -1 0 1

FE; = ker| O 1 -1] = wvect]l

-6 11 -5 1

2 -1 0 1

FEy = ker| O 2 -1 = vect]2

-6 11 -4 4

3 -1 0 1

Es = ker|] 0 3 -1] = wvect|3

-6 11 -3 9

Ainsi A= PDP™! avec :

1 0 0 1 1 1
D =10 2 0 et P = |1 2 3
0 0 3 1 4 9

Par récurrence immédiate, on trouve :
X, =A"X,=PD"P'X,

Or :
6 -5 1\/0 -4 )
) 1 1
PX0:7—68—21:5—6:—3
22 3 11 ) -1
Donc
1™ 0 0\/[/-2 )
D"P1'x, = |0 20 o||3] = |3x2"
0 0 37)\-1 -3n

Enfin en regardant la premiére coordonnée de P(D"P~!Xj), on trouve la valeur de u,, :

VneN, wu, = -2+ 3x2" -3"

Exercice R13. Soit A dans M,,(K) définie par

a b ... b
b a .
A= : “ b
b b a

1. Déterminer le polynéme caractéristique de A.

2. A est-elle diagonalisable ?

3. Déterminer un polynéme annulateur de A, scindé a racines simples.
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Déterminons le polyndéme caractéristique de A :

w@ = | DT,

En sommant toutes les lignes sur la derniére et en factorisant :

T—a -b e U X
-b - - :
Xa(z) = (X-a-(n-1)b) Coo
-b ... -b x-a -b
1 1 1

Enfin, en additionnant b fois la derniere ligne aux autres lignes :

z—-a+b 0 - 0
G = G-@r@eo| 0T
1 1 r—a+b

Enfin : _—
X, (X) = (X—(a+(n—1)b))(X—(a—b))

Déterminons les espaces propres :

(a-(n-1)b) b b 1
Eqi(n-1yp = ker b (a- (n— 1)b) b = vect| |,
b b o (a=(n=-1)b) 1
Donc
dim (EaJr(n—l)b) =1=mult(a + (n-1)b)
b b é (1) 8
Esp = ker| i = i | = vect]||.|,].],--].
b - b o) 4 :
Donc

dim(E,—4) =n—1=mult(a-b)

Comme le polynéme caractéristique est de plus scindé, d’apres la premiére condition de diagonalisation, A est
diagonalisable.

A est diagonalisable donc le polynéme spectral qui est scindé a racines simples est annulateur de A, c’est-a-dire :

Py(z)=(xz-a-b)(x—a-(n-1)d)

est annulateur de A.
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Chap. 5 Probabilité PSI

Correction des exercices de références

Exercice R14. On lance une piéce équilibrée jusqu’a obtenir face. Montrer que I’événement A="le jeu s’arréte" est

presque sir. Pourtant cela ne signifie pas que le jeu se finisse.

Notons pour tout n e N :

F, : "On fait face au n'“™° lancer"
G, : "On fait pile lors des n premiers lancers'

La suite (G, )nen est une suite décroissante d’événements.
D’apres le théoreme de continuité décroissante, on a :

P(d) :p(

De plus, comme pour tout n de N,

oY

Gn): lim P(G,) (1)

n—>+oo

Gn = Emgm’”an

et que les lancers sont indépendants, on obtient :

B(G) = BERE)-EE) = (5) @

En combinant les résultats (1) et (2), on obtient :

P(A) = lim (1)n -0

n—+oo \ 2

Et donc :

P(A) =1

Exercice R15. On dispose de 2 dés a 6 faces, un parfaitement équilibré et un faisant 6 systématiquement. On choisit
un dé au hasard, puis on le lance.

1. Quelle est la probabilité de faire 67

2. Quelle est la probabilité que le dé soit pipé sachant que 1'on a fait 67

Notons les événements :

E : 'le dé choisi est le dé équilibré"
S : 'on a fait six au dé"

Le systeme (E, E) est une SCE. On peut appliquer la formule des probabilités totales, on obtient :

P(S) = P(S|E)P(E) + P(S|E)P(E)

= 1xli1xl

67 2 2

1
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11 suffit d’appliquer la formule de Bayes :

I
D

R(EIS) = SOt -

5‘«1 X
\]

Exercice R16. Trois joueurs A, B et C jouent au ballon :
— Le joueur A passe le ballon & B avec une probabilité de z et a C' avec une probabilité de

— Le joueur B passe le ballon & A avec une probabilité de = et a C' avec une probabilité de

Wik Wl W=
W Wb Wb

— Le joueur C passe le ballon & A avec une probabilité de =z et & B avec une probabilité de

Considérons les événements suivant :

A, : lejoueur A a le ballon au n*®™° lancer.
B,, : lejoueur B a le ballon au n**™ lancer.
C, : lejoueur C a le ballon au n'*™¢ lancer.

1. Déterminer une matrice M telle que pour tout n de N

P(Ay)
Y1 =MxY, avec Y,=| P(B.)
P(Cy)

2. Déterminer la limite de la suite (Y,)

Représentons la situation suivante par un schéma de Markov :

/N

’:@

Soit n dans N. Le systéme (A, B,,C,) est un S.C.D.E. On peut appliquer le théoréme des probabilités totales.

On obtient :
P(Ani1) = P(Ania | An) P(A,) + P(Apsr | Br) P(By) + P(Ansr | Cn) P(CL)
Et donc :
1 1
P(An-H) = gP(Bn) + gp(cn)
De méme :
1 2
HD(lg?Hl) = g]P)(An) + gp(cn)
2 2
IP)(C(n+1) = gP(An) + gP(Bn)
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On obtient en mettant ces équations sous forme matricielle :

Yn+1

wihwl— O
Wiy O wl-

11 suffit de poser :

whawlm O
Wiy O wl

Par récurrence immédiate, on a :

Pour diagonaliser M :

1
.’171 -3
X (.’L‘) ="
I
3 3
En additionnant toutes les lignes sur la derniere :
x
XM(x) = (ZL’—].) _%
1

Apres les opérations Ly « L1 + %Lg et Lo« Lo+ %Lg :

X (T) = (x—l)(x+%)(z+2)

Déterminons les espaces propres :

O wino|=

O Wb

_1
_3
3
X
_1 1
3
1 1

3

3 -1 -1 5
E, = ker(I-M) = ker[-1 3 2| = Vect|7
-2 -2 3 8
-1 -1 -1 1
E.y = ker(-3/-M) = ker|-1 -1 -2| = Vect|-1
-2 -2 -1 0
-2 -1 -1 0
E% = ker(—%I—M) = ker|-1 -2 -2 = Vect] 1
-2 -2 =2 -1
On a donc M = PDP! avec :
1 0 0 5 1 0
D=0 -+ o P=|7 -1 1
0 0 -2 8 0 -1
Enfin :
lim M"™ = lim PD"P!
n—+o0o n—+oo
Comme D" tend vers une matrice élémentaire F1; :
1 0 0 5 0 0
lim M"™ = lim PD"P!' = Pl0O 0 Oo|Pt =|7 0 o|P!
n—+o0o n—>+oo 0 0 0 8 0 O

et, apres calcul de P!, on trouve :
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L[5 0 0\(1 1 1 (555
im M* = —|7 0 ollis =5 5| =217 7 7
neo 2018 0 of/\ls 8 -12 2018 8 8

Comme P(A,,) +P(B,,) + P(C,,) =1 pour tout n, on a finalement :

5
B
Yo, o (zgo
20
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Chap. 6 Suites et séries de fonctions PSI

Correction des exercices de références

Exercice R17. Déterminer si les propriétés suivantes sont conservées par CS, CUS ou par CU.

Propriété conservée par cS | cUS | CcU
1. Positivité
2. Injectivité
3. Surjectivité
4.  Continuité
5. Dérivabilité
6. Etre bornée
7. Etre uniformément bornée (*)
8. Etre lipschitzienne
9. Etre A\-lipschitzienne
10. Etre une application linéaire
11. Etre un polyndme sur un segment
12. Etre un polynéme sur R

(*) bornée de maniére uniforme signifie qu’il existe un M qui borne tous les f,,, c’est-a-dire : IM e R, Vn e N, |f,| < M

Propriété conservée par csS|CcUs | CcU
1.  Positivité Oui | Oui | Oui
2. Injectivité Non | Non | Non
3. Surjectivité Non | Non | Non
4.  Continuité Non | Oui | Oui
5. Dérivabilité Non | Non | Non
6. Etre bornée Non | Non | Oui
7. Btre bornée de maniére uniforme” | Oui | Oui | Oui
8. Etre lipschitzienne Non | Non | Non
9.  Etre A-lipschitzienne Oui | Oui | Oui
10. Etre une application linéaire Oui | Oui | Oui
11. Etre un polyndme sur un segment | Non | Non | Non
12. Etre un polynéme sur R Non | Non | Oui

25



Exercice R18. Etudier le mode de convergence des suites de fonctions :

L fo(z)=2" sur[0,1] 2. fa(x)= 2 surR*
T+n
x sizel0,1]
3. fal@)=4 —z+2 size[l;2] 4. fn=xe ™ sur R*
2. 400

Soit x dans [0,1], on a :

on 0 si ze[0,1[
fole) = 2" — { 1 si xz=1 & @)

Ainsi, la suite (f,) converge simplement vers f. Montrons que (f,) ne converge pas uniformément. Pour cela,
posons x,, =1 - %, on a alors :

Donc :

Ifn=Floe [z 0

n—+oo
et la convergence n’est pas uniforme. On aurait pu voir également que les f,, sont continues et que f ne l'est pas. 1l
ne peut donc pas y avoir convergence uniforme car la convergence uniforme conserve la continuité.
Comme on est sur un segment, il n’y a pas non plus de convergence uniforme sur tout segment de [0,1].

Soit  dans R* :

falw) = —

— 0
T+Mn n—o+oo

Ainsi, la suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle. Montrons qu’il n’y pas convergence uniforme. Pour
cela, on considere la suite x,, =n, on a alors :

fulwn) = —— = 2 >0

n+n 2 notoo

Donc (f,) ne converge pas uniformément vers 0 sur R*. Montrons par contre qu’il y a convergence uniforme sur
tout segment de R*. Soit x € [a,b] c R*,

x b
@] = || <
z+nl ~ n
On passe au sup sur [a,b], on a alors :
[a,b] b
[fn=0lee <~ — 0
n n-+oo

Il y a donc convergence uniforme sur tout segment de R*.

Si z =0, alors f,,(x) =0 pour tout n de N. Si x est dans RY, alors & partir d’un certain rang, on aura % <z et donc
fn(x)=0. Ainsi :

fo(z) — 0

n—>+oo

et donc la suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle. Pour la convergence uniforme, on remarque que :

VneN, |fa(a)|<

S|

On passe au sup pour x dans R*, on obtient :
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1
[fn=0lec < = —= 0

n—+o0o

segment de R*.

Ainsi (f,,) converge uniformément vers 0 sur R*. Et donc (f,,) converge uniformément également vers 0 sur tout

Pour z dans R*, on a

fu(z) = ze™  — 0
n—+oo

on étudie la fonction f,, :

méme si z = 0. Donc la suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle. Pour montrer la convergence uniforme,

fol@) = e (1-na?).

D’ou le tableau de variations :

x |0 in +00
v + 0 -
£ (5)
fn ~ N
0 0

On en déduit que

|fn(x) - 0| < fn(

En passant au sup pour z dans R*, on obtient :

1
-0, < —=e! 0.
Hf Hoo \/ﬁe n—>—+)oo

On a donc convergence uniforme et convergence uniforme sur tout segment

Exercice R19. Considérons f, la fonction de R* définie par le graphe suivant

n--s n n+ni2

1. Montrer que la série Y. f,, converge simplement. On ne cherchera pas a exprimer sa limite f.

2. Montrer qu’il n’y a pas CU.

3. Montrer que f est intégrable et pourtant f(x) ne tend pas ver 0 en +oo.

1

Soit x dans R*. A partir d’un certain rang, on va avoir z <n —
Ainsi, la série :

S ful)
n=0

— et donc f,,(z) = 0.

est une somme finie. Elle est donc convergente. Ainsi, la série ). f,, converge simplement.
On remarque que

fan)=1 J— 0

n—+o0o
donc f, ne converge pas uniformément vers 0.
La série Y. f,, ne converge donc pas uniformément, car

SfhCU = f, 50

n—+oo

27



Soit  dans R*. Comme dans la premiére question, il existe N, tel que pour tout n > N, f.(x) = 0.

z z oo z Ny Ny ru
foffOZlffoZlelfof

On a alors :

car la somme est finie.

De plus,
N T NTl 71_2
n < — < — (1
S Eacsh O

Comme f est positive, la fonction
x
T~ f f
0

est croissante et majorée d’apres (1). Elle est donc convergente d’apres le théoréme des limites monotones.
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Chap. 7 Espaces préhilbertiens PSI

Correction des exercices de références

Exercice R20. Considérons les matrices suivantes :

) ) )

1. Rappeler la définition d’un produit scalaire puis rappeler les deux formes du produit scalaire usuel sur My(R).

2. Utiliser I'algorithme de Gramm-Schmidt pour transformer la famille (A, B, C') en une famille (A’, B’,C") ortho-
normale.

3. On note F' = Vect(A, B,C) et on admet que la matrice :

i)

est dans F. Déterminer les coordonnées de M dans la base (A’, B’,C") de F

4. Déterminer enfin la matrice de la projection sur F dans la base (E11, E12, Eo1, Ea2).

Les deux formes du produit scalaire sont :

(A,B) = tr(A"B) = Ay1Bi1+ A12B12 + Ay Boy + AgoBoo

On transforme tout d’abord la famille (A, B,C) en une famille orthogonale (A”, B”,C") : On prend A” = A, puis :

"
B - B—(B,A”)|j”|2 _ B-04" - B
Enfin : e B
¢ = C—ACA" ) e —{C, B ) 1o
_ 0-14-1B

IR
Y S

11 suffit ensuite de normé ces vecteurs. La famille (A’, B’,C") cherchée est donc :
1 (10 1 (0 1 11 1
SBlo 1) Bl o)l a

La famille (A’, B’,C") est une base orthonormale de F. Les coordonnées de M dans cette base sont donc :

(M, A"
(M,B") | =
(1)

o SlESe

Notons p la projection orthogonale sur F. D’apres ’expression du projeté orthogonale dans une base orthonormal,
on a pour tout N de My(R) :

p(N) = (M,ANVA + (M,BYB' + (M,C")C"
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Soit encore :

Apres simplification :
a b _ 1 3a+b-c+d a+3b+c-d
P\ ¢ 4 T g4\ -a+b+3c+d a-b+c+3d

Ainsi la matrice de p dans la base canonique est :

W~ | =
|

[p]. =

— = =W

—_ =

—_ W = =
[

Exercice R21. Pour des polynémes P et () a coefficients dans R, on note :

LP@)QG)

1. Montrer que l'intégrale précédente converge pour tous polynémes P et Q.

(P,Q) =

2. Montrer que (,) est un pse sur R[X]

3. Pour tout n de N, notons T}, le n°polyndme de Tchebitchev, c’est-a-dire 'unique polynéme vérifiant T}, (cos(x)) =
cos(nz) pour tout x de R. Montrer que la famille (7,77, ...,T,) est une famille orthogonale de R[X].

La fonction f x g est continue sur le segment [-1,1]. D’aprés le théoréme des bornes atteintes, elle est bornée. On a

donc :
IM eR, Vte[-1,1], |f(t)g(t)] < M.
Ainsi : F09(0) o
_ t)g(t
veel-L il Viel|Sviee

De plus, l'intégrale

1M 1
dt = [Marcsin t ] = oM

[ = 0]

est convergente. Les fonctions étant positives, on peut appliquer le théoréeme de comparaison. L’intégrale définissant

(flg) est donc convergente.

D’aprés la question 1, I'application (..|..) est une application de F? dans R.

e Montrons que (..|..) est linéaire & gauche.
Soient f,g,h dans E et \,ueR :

(ASf + pglh)

JRECERTOIG

f( h(t) ' g(0)h(t)
g
f + B mdt

A(fIR) + u(glh)

Ainsi, (¢) est linéaire & gauche.

e Montrons que (..|..) est symétrique.

Soient f,g dans E :
G - [0, IS0,
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Ainsi () est symétrique.

e Montrons que (..|..) est bilinéaire.

C’est automatique car application est linéaire a gauche et symétrique.

e Montrons que (..|..) est positive.

Par positivité de I'intégrale, on a pour f dans F :

PO L [P

Nk » mdtzo = (f|f)=0

e Montrons que (..|..) est définie positive. Soit f dans E :

(f1f)=0 — [E%dtzo

2
Or la fonction t — % est positive et continue donc :

vte]-1,1[, jf(_ltz:o = Vte]-1,1[, f(t)=0

Par continuité, on a f = 0.
Soient p, ¢ dans {0,...,n} tels que p # q.

P (2) Ty ()

T, T,) = b Sl Al
@1 - [ 2
Effectuons le changement de variable (C* et strictement décroissant) 6 = arccos(x), donc df = —=22_ et :

Vi-z?’
(T, Ty) = —fﬂOTp(cos(ﬂ))Tq(cos(Q))dG = v[Oﬂcos(pO)cos(qH)dG.

Comme : )
cos(pf) cos(qf) = 5 [cos((p +q)f) + cos((p - q)0)],
on obtient :

(T, Ty) = %foﬂcos((p+q)0)d0 + %foﬂcos((p—q)ﬁ)d&

Or p+q et p—q sont des entiers non nuls et :

fwcos(ke) de = [sin(kﬁ)]ﬂ =0.
0 k 0

pour tout k de Z*.
Ainsi :
<Tvaq) =0.

Donc la famille (Ty, T4, ..,T,) est une famille orthogonale de R[ X ] pour ce produit scalaire.
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Exercice R22. Notons S,,(R) et A,,(R) les espaces vectoriels formés respectivement par les matrices symétriques et
par les matrices anti-symétriques de taille n.

1. Rappeler le théoreme de projection dans un espace préhilbertien.
2. Montrer que (A/B) =tr (A”.B) est un produit scalaire sur M., (R).

3. Montrer que M, (R) =S, (R) ® A, (R).
4. Soit A dans M, (R), on note

d(A,8.(R)) = Inf [A-B| = Inf \/(A-B/A-B)

BeS,, (R) BeS, (R)

Justifier existence de d(A,S,(R)).

5. montrer que :

d(A,8,(R)) = H% (A—AT)H

Rappelons le théoreme de projection. Soit F un espace préhilbertien réel et F un sev de E tel que E = F & F*.
Alors pour tout  de E on a :
d(z, F) = [z -p(a)]

ol p est la projection orthogonale sur F'. On remarquera que cette projection existe grace a ’hypotheése E = F & F*.

Tout d’abord, montrons que :

VAe M,(R), tr(A"B) = Y A;;B;;
=1

j=1

ol A;; désigne le coefficient de A en position (3, 7) :

3

tr(ATB) = Y(ATB)j; = 33 (AT);iBi; = Y ) AiBig
7=1 J=1li=1 1=17=1

J
Avec cette nouvelle forme, il est facile de montrer que c¢’est un produit scalaire. |.. ]

e Montrons tout d’abord que S, (R) L A,(R).
Soit S dans S, (R) et A dans A,(R). On a

(A,8) = tr(ATS) = —tr(AS) = —tr(SA)
De plus :
(A,S) = (S,A) = tr(STA) = tr(SA)

Donc tr(AS) =0 et (S, A) =0. On a bien
Sn(R) L An(R)

e Montrons a présent que M, (R) = S,,(R) + A,,(R). D’aprés le premier point, S, (R) et A,(R) sont en somme
directe. De plus :

n(n+1) . n(n-1)

dim(S, (R) © A, (R)) = dim(S,(R)) +dim(4,(R)) = = 5

= n? = dim(M,(R))

or Sp(R)+ A,(R) c M, (R), on a donc égalité.

Soit A dans M,,(R). L’ensemble
B = {|A-B| | Bes.(R)}

est un ensemble non vide de R et minoré par 0. D’apres 'axiome de la borne supérieure, la borne inférieure existe.
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D’apres la question 3, on a :
Mn(R) = SH(R) GBSn(R)L

avec S, (R)* = A, (R). Ainsi on peut appliquer le théoréme de projection. Pour A dans M, (R),
d(A, S5, (R)) = [A-p(A)].
ol p est la projection orthogonale sur S, (R). Or

T T
A = A+2A LA 2A ¢ S.(R) + A, (R),

donc p(A) = AJ’TAT et

A-AT
2

A(A, Su(R)) - H
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Chap. 8 Intégrales a parametres. PSI

Correction des exercices de références

Exercice R23. Déterminer la limite des intégrales suivantes :

i

2 +o00o 1
I, - f ? sin™ (¢)dt Ty = f - a K — a
0 o (1+¢?) 1+t2+tn

Posons f,,(t) =sin"(t) pour ¢ dans ]0; Z[.

e La suite (f,) converge simplement vers 0 sur ]0; 5[,

e Les fonctions f,, et 0 sont continues par morceaux,
o |fn(t) <1 = g(t) pour tout ¢ de ]0; 5[,

e la fonction g est intégrable sur ]0; 7.

On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue. On obtient

Jim 0+wfn(t)dt - [ i £ () dt

n—>+oo n—+o0o

soit encore :

+0oo
limIn:/ 0dt = 0
0

n—+o0o

1
Posons f,,(t) = A+ pour n > 1.

fn(t) — 0 pour tout t de ]0,+oo[ donc la suite (f,,) converge simplement vers 0.
n—+oo

fn et 0 sont continues par morceaux.

£ € g = 90
e g est intégrable sur ]0,+oo[

On peut appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue. On obtient :

im0 - fo lim . (t) dt

ns+oo n—+oo
soit
+o00
Jim In:f 0dt = 0
n—>+o0o 0

1
Posons f,(t) = T+ PO t dans 0, +oo[.

1
t 71 ? b%i<1 t
. fn()— 1+t2+t"n—>—+)oo g :;t;l et f()

fn et f sont continues par morceaux.

)] € —— = g(1)

142 des
e g est intégrable sur ]0,+oo[
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On peut appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue. On obtient :

n—>+oo

+o0 1 1 +o00 T
lim I, = f Hdt = / @ / 0dt = =~
nsteo 0 1) 0o 1+1¢2 " 1 4

+o00 +oo
li () dt = f lim £, (t)dt
im o fal®) e fal?)

soit encore :

Exercice R24. Soit f la fonction :

+00 "
F(x) = f et Mdt
0

t

1. Quelle est le domaine de définition de F'?
2. Montrer que F est de classe C* sur R puis calculer F’.

3. En déduire la valeur de F(x).

Pour tout ¢ de ]0,+oo[ et tout  de R, notons :

31 t
ot sin(xt)

f(l’,t) = P

Comme |sin(z)| < |x| pour tout z € R, on a :
vt €]0;+oof, |f(w, )] < fale”

De plus, ¢ — |z]|e”" est intégrable sur ]0,+oo[ car :

+00 . : +00
it = —e” =
[ lale o[ -], =l

Donc t — f(x,t) est aussi intégrable sur R} pour tout « de R. Ainsi, le domaine de définition de F' est R.

Vérifions les hypotheses du théoreme de dérivation sous le signe intégrale.
— t f(x,t) est C! par théoréme généraux et :

of (z,t) = e ‘cos(at)
ox

— t > f(x,t) est continue par morceaux et intégrable d’apres la question 1.

— te 8—f(x,t) est continue par morceaux.
x

0
— ‘—f(x,t)‘ = |e_f’cos(act)|£e_t = g(t)
8x def
— g est intégrable.
Les hypothéses sont vérifiées, on peut en déduire que f est C! et que :

fl(z) = Lm e cos(xt) dt

Calculons F”.

+o00 .
F'(z) = Re (f e et dt)
0

(iz-1)t 7t
Re [e ]
0

x—1
. 1
= Re (( lim e et — 1) . )

t—>+00 ix—1

t — 0, donc :

t—+o0

Or e**! est bornée et e~
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I
=
®

F()

Ainsi, il existe C' € R tq :
F(x) = arctan(z) + C

En évaluant en 0, on trouve C = 0. Donc :
F(x) = arctan(z)

Exercice R25. En faisant apparaitre une série géométrique, montrer que :

Tout d’abord :

t t 1 SN
- L. ZT K

et -1 et 1-

Vérifions les hypothéses du théoréme d’inversion série-intégrale. Posons pour tout ¢ de 0, +oo[ et tout n de N :

fn(t) _ t(e—t)n+1

Z fn converge simplement vers ;
n=0 e

t .
e f, et ; sont continues par morceaux.

+o0
e Vérifions que I, = f [t(e”")"* | dt converge en la calculant. Effectuons une IPPG en posant :
0

‘n+1

u(t) =t u(t) = -
ul(t) =1 ’(t) (e—t)nJrl

te—t(n+1) +oo
| =0
[ n+l |,

est convergent par croissances comparées, ce qui justifie 'utilisation de 'TPPG. On obtient :

+oo ,—t(n+l) 1
oo [N, L L
0 n+1 (n+1)2

Le crochet :

e Enfin

= * —t(n+1) = 1 -
ZU[O W

n=1

converge d’apreés Riemann.
Les hypothéses du théoreme d’interversion série-intégrale sont réalisées. On a donc :

+oo0 had +o00
f Z tem (Dt g Z f o (Dt gy
0 n=0 n=0-0
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Soit encore :

too ad 1 m
ot = - _
./o et—1 nZ:;)(n-rl)Q 6

Exercice R26. La fonction gamma d’Euler est définie par :

+o00
[(z) = f et tdt
0

1. Montrer que I' est définie sur R}.

2. Montrer que I' est dérivable et calculer sa dérivée.

L’intégrale est impropre en 0 (si x < 1) et en +oo.

e En +oo : par croissance comparée,

t2€—t txfl _ t1+m€—t 0
t—o00

1

+o00
Comme f o) dt converge et que les fonctions sont positives, on en déduit grace au théoreme de comparaison
1

Donc :

que I' est convergente en +oo.

t

e En 0 : comme e —1,0na:
t—0

—t,r— 1
e tta: T
t—0 tl-=

Les fonctions étant positives, d’apres le théoréme de comparaison, I' a la méme nature en 0 que :

1
fo t% dt
On reconnait une intégrale de Riemann. Ainsi :
I' convergeen ) «— 1-z<1
Donc I' est définie sur R}.

Vérifions les hypotheses du théoreme de dérivation sous le signe intégrale. Posons :

flz,t) = el = etelrnG)

x> f(x,t) est Cloet
g(m,t) = In(t)e't"!
Oz

t — f(z,t) est continue par morceaux et intégrable d’apres la question 1.

of .
t a—(m, t) est continue par morceaux.
x

Soit x € [a,b] cR%, on a :

‘%(az,t)‘ - Im(®le ! < @)l (9 ) = g(t)
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En effet :

ta—l + tb71

sit<1 ; tm—l _ e(:}cfl)ln(t)
ta—l + tb_l

sit>1, ¢*1 = elz-Dn®)

IN N
ININ

e Montrons que la fonction g est intégrable :

+00 +o00 +oo
f lg(t)|dt = / |In(t)|e "t dt + f |In(t)|e """ dt
0 0 0

Il reste & montrer que

+o00o
f In(t)]e 1 dt
0
est convergente pour tout o de R}. Elle est impropre en 0 et en +oco. En +oo : par croissance comparée
| In(t)|et*t = t*HIn(t)]e™" .0
—+00

Donc

by 1
|In(t)|e ! = o(t—z)

Et on termine comme dans la question 1. En 0 : cherchons un équivalent :

1

In(t €_tta_1 N
mOF e e

On reconnait dans

1 1
0 tl=>ln™" (1)

une intégrale de Bertrand convergente car o > 0. On peut appliquer le théoréme de comparaison car les fonctions
sont positives. On en déduit que g est intégrable.

Les hypothéses de dérivation sous le signe intégrale sont vérifiées. La fonction I' est donc C? et :

+0oo
I(z) = [ In(#)e t= dt
0
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cap. o Endomorphismes particuliers d’un préhilbertien PSI

Correction des exercices de références

Exercice R27. Déterminer la nature des applications linéaires définies, dans une base orthonormale, par les matrices :

26 -3 2 12 T 44
2 6 3 2 2 o2 21 i I S
"\ 32 % 3l 1 2 2 Ny 1 =3

-2 6 -3
A=—-16 3 2
-3 2 6

e Etape 1. Montrons que A est orthogonale. Pour cela, calculons AAT :

L2 6 -3\({-2 ¢ -3 49 0 0
A47 = —|6 3 20l6 3 2| = =lo 49 o] =1
Y \3 2 6)J\-3 2 & PO\o 0 a9

Donc A est une matrice orthogonale.

e Etape 2. La matrice A est-elle dans O3 (R) ou O3(R) ?
Notons C4,Cs, C3 les colonnes de A. On a :

1 -2 6 1 21
Cl/\CQ = —| 6 |A]3 = — = —C3
491 5 9 49
Cela montre que A est dans O3 (R).
e Etape 3. Détermination des points fixes de A. On cherche Fj.
9 -6 3
E, = ker(I-A) = ker(7I-T7TA) = ker|-6 4 -2
3 -2 1

Les trois lignes étant proportionnelles, on obtient :

3 -2 1 0 -1
Fy = kerlO 0 O] = wvect|]|1}],] 0
0 0 O 2 3

Ainsi, A posséde un plan de points fixes.
e Etape 4. Nature de A. D’apres la classification des isométries, A est une réflexion.

Si On ne peut pas utiliser le théoréme de classification, on peut aussi vérifier que A% = I. On en déduit alors que A
est une symétrie, orthogonale car A est orthogonale, et possede un plan de points fixes. Il s’agit bien d’une réflexion.

e Etape 5. Conclusion. La matrice A est une réflexion par rapport au plan Fj.
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Déterminons la nature de la matrice

2 12
A==|2 -2 1
3l1 2 9

e Etape 1. Montrons que A est une matrice orthogonale.

-2 -1 2\[(-2 2 1
AAT = 212 -2 1]ll-1 -2 2] =
1 2 2/\2 1 2

Donc A est bien une matrice orthogonale.

e Etape 2. La matrice A est-elle dans O3(R) ou O3 (R) ? Notons Cy,Cs,C3 les colonnes de A, on a :

1 -2 -1 1 6
Cl/\CQZ*Q/\—Q :§0 :Cg
N1 2 0
Donc A est dans O3(R).
o Etape 3. Déterminons les points fixes de A.
5 1 -2
Ey = ker(J-A)=ker(3I-34) = ker||-2 5 -1
-1 -2 1

Effectuons les opérations élémentaires : Ly <« L1 +5L3 et Ly < Lo —2L3

0o -9 3 1 2 -1 5
FEi = ker{ 0 9 -3|] = ker|0O 3 -1] = vect|-1
-1 -2 1 0 0 O 3

Ainsi, A admet une droite de points fixes.
e Etape 4. Nature de A. D’aprés la classification des isométries directes, A est une rotation d’axe Ej.

e Etape 5. Déterminons I’angle de la rotation.
Tout d’abord

1 0 0

A ~ |0 cosf sind
0 -sinf cosf

Donc
2
cosf+1=tr(A) = 3 <~ cosf = ——
Ainsi,
o °
|0] = arccos (—E)N 146

Pour trouver le signe de 6, il faut orienter ’axe F;. On oriente donc E; par

5
a = |-1
3

Soit
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un vecteur orthogonal a F;. On a alors

det (i, Ati, @) i
— 0 = sin(#)
la] ]| Al
De plus, avec 'opération Lo < Lo —3L3
0 -1 5 0o -1 5
1 1 1] -
det(7, AW, @) = =3 -5 -1| = |0 -29 -10| = = L5
31 8 3 1 8 3 31729 ~10
Donc
1 1 155
det(w,Aw,a) = 5((—1)(—10)—5(—29)) = §(1O+145) = 3 2 0

Donc sinf > 0 avec 6 dans | -, n[. Donc 6 est positif et

146°

bed

0 = +arccos (—§)
6

7 -4 4
4 -8 -1
-4 -1 -8
e Etape 1. Montrons que A € O3(R).
LT A AT 4 4 L (8 0 0
A-AT = —4 -8 -1|]l-4 -8 -1| = —|0 81 o0|=1
81 4 -1 8J\14 -1 =8 81\ o 0 s1

o Etape 2. Montrons que A est une matrice orthogonale. Notons Cy, Cs et Cs les colonnes de A.

1 =7 -4 1 -36
Cl/\cg = — | 4 |A]|-8 = — . 2—03
st| )"\ ] si|

Déterminons la nature de

O =

Donc A appartient & O3 (R).

o Etape 3. Points fixes de A.

16 4 -4
B, = ker(I-A) = ker(97-9A4) = ker|-4 17 1
4 1 17

En effectuant les opérations élémentaires Ly < L1 —4L3 et Lo < Lo + L3, on obtient :
0 0 -T2
E; = ker{0 18 18 = {0}
4 1 17

Ainsi, seul 0 est fixe.

o Etape 4. Avec la classification des isométries de R?, on en déduit que A est la composée :
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o Etape 5. Points contravariants de A :

2 -4 4
E; = ker(I+A) = ker(97+9A4) = ker| 4 1 -1
-4 -1 1

En effectuant les opérations élémentaires : Lo « Lo — 2L et L3« L3+ L

2 -4 4 0
E1 = ker|]0O 9 -9] = vect]l
0 -9 9 1
e Etape 6. Angle 6.
Tout d’abord, on a :
-1 0 0

A~ |0 cos(d) sin(9)
0 —sin(f) cos(0)

Donc : ’3
tr(A) = 5 - -1+ 2cos(0)

c’est-a-dire : L o3 " :

cos(f) = = (—— + 1) - = __t

2 9 18 9

Ainsi : .
6] = arccos(—g) ~ 141°

Pour déterminer le signe de 6, il faut orienter 'axe E_;. On oriente E_; par

0
a = |1
1
On choisit un vecteur @ perpendiculaire & E_; :
1
uw o= |0
0
On a alors : det(1, A, d)
et(u, Au, d
— 2 = sin(f)
|af | Azl [al
Donc :
1 1 -7 0
sin(d) = —[0 4 1] >0
9v/2 41

Comme 6 € [-m, 7], sinf > 0 implique 6 > 0, et donc :

0 = +arccos(—g) ~ 144°

e Compléments. Voila la démarche si on ne peut pas utiliser la classification des isométries indirectes.

— On cherche S, la matrice de la réflexion par rapport a E_;.
— On pose R=SA, et on vérifie que R est une rotation.
— Ainsi A = SR sera la composée d’une rotation et d’une réflexion.

x
Pour déterminer S, on peut décomposer un vecteur X = | y | dans E; @ Ef. Aprés calcul, on trouve :
z
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T 0 T
N N I
2 2
Ainsi :
0 x x
+z zZ—
=a = Y
Et donc :
1 0 0
S =10 0 -1
0 -1 0
On calcule R :
1 -7 -4 4
R =S54 = —-14 1 8
MNea 81
Remarquons au passage que R = AS. La matrice R est une matrice de OF(R) car c’est le produit de deux matrices
de O3(R).
D’apres la classification des isométries directes, c¢’est une rotation d’angle 6 avec :
-5
2cos(f)+1 = tr(R) = o

Donc :

- 1
|0] = arccos ((—5 - 1) x f) = arccos (—z)
9 2 9

Il faut ensuite orienter F4 comme dans 1’étape 6.

Exercice R28. Soit v un endomorphisme symétrique de E. Notons A.in et Amasz la plus petite et la plus grande de
ses valeurs propres. Montrer que :

VreF, )\mmeH2 < (u(x)/z) < )\mexH2

Remarquons que u est un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E. D’apres le théoréme spectral, ses valeurs
propres sont réelles. Ainsi parler de la plus grande ou de la plus petite des valeurs propres a bien un sens.
Toujours d’apres le théoreme spectral, il existe une base orthonormée

B:(elv"'7en)

de vecteurs propres. Notons Ay, ..., A, les valeurs propres associées a eq,...,e,. On a alors pour z de E de coordonnées
(x1,...,2,) dans B :

(u(z),z) =

j=1

)

=
Il

—
<
I

n
> aies,

=1 i
= szlxj)‘i(eivej
i=1j=1
= > Nia? (car B B.O.N.)
i=1



Or Amin € Ai € Amax pour tout i€ {1,...,n}, donc :
)‘mion”2 < (u(z),r) < )‘maXHIHQ

- Cy.

Exercice R29. Soit A une matrice réelle de colonnes Cj,.

1. Montrer ATA a pour coefficients (m;;) avec :
m;; = (CZ‘,CJ‘> = CzTCJ

2. Montrer que Ker(ATA) = Ker(A). En déduire que rg(AT A) = rg(A).
3. Montrer que AT A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont toutes réelles positives.

Calculons AT A.

cr
T Gy
ATA = ; -l Cr | Oy Cp
Cy
Donc :
ctc, cfe, - C’lTC’p
AT A ctc, cfcy, - C’QTCP
CTe, CTCy - CTC,
Ainsi :
(C1,C1) (C1,Co) (C1,Cp)
ATA _ <027cl> <CZ7CZ> <C27Cp>
(Cpacl> <Cpa02) <Cpa0p>

On a donc bien m;; = (C;, C;).

e Montrons que ker(A) c ker(AT A)
zeker(Ad) = Az =0 — ATAz=AT0 — zcker(ATA)

e Montrons que ker(AT A) c ker(A)

T € ker(ATA) > ATAI' = 0 > LL'TATAx = O — HA.TH2 = 0

— Axr =0 E xeker(A)

On a donc bien :
ker(A) = ker(ATA)

En utilisant le théoréme du rang sur les matrices A et AT A, on obtient :

{p = dim(ker(ATA)) + 1g(ATA)

p = dim(ker(A)) + rg(4)

Par soustraction et en utilisant que ker(A” A) = ker(A), on trouve

rg(ATA) = rg(A)
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Montrons tout d’abord que AT A est symétrique.

(ATAHT = AT(ATYT = ATA

Ainsi, AT A est une matrice symétrique réelle. D’apres le théoréme spectral, elle est diagonalisable sur R. Ses valeurs
propres sont donc réelles. Il reste & montrer qu’elles sont positives.

Soit A une valeur propre de AT A et X un vecteur propre associé.

ATAX = MX  — XTATAX = 2XTX
= JAX]* = AlX]?

Comme | X | # 0 puisque X est un vecteur propre, on obtient A > 0.

Exercice R30. Soit S dans S,,(R). Notons (, ) le pse classique de R™.
1. Montrer que S est définie positive ssi ¢(X,Y) = (X,SY) est un pse sur R™.

2. Montrer que S;*(R) n’est pas un R-ev mais c’est un convexe de M,,(R).

(=)

Supposons S définie positive. Montrons que ¢ est un produit scalaire.
—  est une application de R™ x R" dans R.

— ¢ est linéaire & gauche car (-,-) est linéaire & gauche.

—  est symétrique car pour X,Y e R :

o(X,Y) = (X,8Y) = XTsy =xTSsTy = (§X,Y) = (V,5X) = o(V,X)

donc ¢ est automatiquement bilinéaire.

— ¢ est positive. Comme A est dans S, (R), d’aprés le théoréme spectral, il existe S = (eq,...,e,) une base
orthonormée de vecteurs propres de A. Notons A1, ..., \, les valeurs propres associées a eq,...,e,. On a alors
pour X de R™ de coordonnées (x1,...,x,) dans 3 :

p(X,X) = (X,58X)
i€, Z x; Se])
i=1 Jj=

M= HM: ™

n
Tiei, ) xj/\j€j>
i=1 j=1

n n
= zirjAjei, €)
i=1j=1

Or (e;,e;) = 0;; car (eq,...,ey,) est une base orthonormée. Donc :
o(X,X) = Zmz)\ >0

car les \; sont positifs.
—  est définie positive. Soit X dans R™ de coordonnées (x1,...,x,) dans 8.

Si (X, X) =0, alors
n
S i =0
i=1
Comme A; >0 on a une somme de termes positifs nuls. Tous les termes sont donc nuls :
Vie{l,...,n}, Nz?=0

Or \; # 0 donc x; = 0 pour tout 4, et donc X =0.
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L’application ¢ est donc bien un produit scalaire si S est une matrice symétrique définie positive.
(<)

Supposons que ¢ soit un produit scalaire. Montrons que Sp(S) c R¥. Soit A une valeur propre de S et X un vecteur
propre associé. On a alors, puisque X #0 :

P(X,X) >0 = XTSX>0 = MNX|?>0 = A>0
Donc Sp(S) c R}.
Tout d’abord, S;*(R) n’est pas un espace vectoriel car par exemple :
IeS"(R) et -T1¢S H(R).

Montrons & présent que S;* (R) est convexe. Soient S et T" dans S;;* (R) et o dans [0, 1]. Montrons que aS+(1-a)T €
S+ (R). Comme S+ (1—a)T est clairement symétrique, il suffit de montrer que les valeurs propres de oS+ (1-a)T
sont dans R¥. Soit A une valeur propre de AS + (1 - X)T et X un vecteur propre associé. On a :

Al X2 <)\X, X)
((a5+(1—a)T)X, X>

a(SX, x) + (1-a)(TX, X).

Or d’apres la question précédente, (SX, X) et (T'X, X) sont strictement positifs. De plus « et 1 — « sont positifs et
pas nuls en méme temps. Donc A| X |? > 0. Ainsi, on a bien :

Sp(AS + (1-A)T) c R*.
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Chap. 10 Séries entieres PSI

Correction des exercices de références

Exercice R31. Soit a dans R et a dans R*. Notons P un polynéme a coefficients dans R. Déterminer les rayons de
convergence des séries entieres suivantes :

Z’IL " Z’IL
z" z" 2" "
4, s 5. g 6. > -

n

|

n" n?
10. 3 (¥/n-"Vn+1)z" 11. Z(1+%+'“l)zn 12. 3 P(n)z"
n

Posons a,, = % On a:

= 1 — 0
n+1 n-o+oo

Ap+1

an

Donc, d’apres le critere de D’Alembert, on en déduit que le rayon de convergence de la série exponentielle est +oo.

Posons a,, = n!

+1)!
= (n+1) =n+l1 — +o0
n! n—>+oo

An+1

an

D’apres le critere de D’Alembert, le rayon de convergence vaut 0.

Posons a,, = %

n
= _
n+1 notoo

An+1

an

D’apres le critere de D’Alembert, le rayon de convergence vaut % =1.

1
Posons a,, = vy

Gp+1

nk B 1 1
(n+1)k - (1+ l)k n—+oo

D’apres le critere de D’Alembert, le rayon de convergence vaut 1.

1
Posons a,, = —
a’n,

QAn

a” 1 1
= — —> —
an+l a n—+o

An+1

an
D’apres le critere de D’Alembert, le rayon de convergence vaut a.

277.
@ Posons a,, = —.
n!

2n+1 n! 2
= —

(n+1)'27 n+1 no+oo

Ap+1

a’ll

D’apres le critere de D’Alembert, le rayon de convergence vaut +oc.
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n

On pose a,, = n!.
n

Qp41

(n+1)! n™ n" B 1" 1
(n+1)™ ml - (neDn (1)

D’apres le critere de D’Alembert, le rayon de cette série est e.

On pose a,, = lnég).

an

In(n+1) n®> In(n(1+)) 1
(n+1)2 In(n) In(n)  (1+1)2

1n(1+%) 1
-

D’apres le critere de D’Alembert, le rayon de convergence de cette série est % =1.

An+1
[£2%

Donc
An+1

QA

@ Attention! Il s’agit d’une série lacunaire! On ne peut pas utiliser le théoréme de D’Alembert - version série
entiere. On utilise D’Alembert - version série numérique.

Posons a,, = 2™ - 22"

gn+l  2n+2

An+1 z
| = — 2]
an 2220 | notoo
Ainsi :
— si 22> <1 cest-a-dire |2| < \/g7 alors la série converge,
— si 2|2)?> > 1 clest-a-dire |z| > \/g, alors la série diverge.
Le rayon de convergence est donc égal a %
Posons a,, = v/n —vn + 1. Déterminons un équivalent de a,, :
a, = 6% Inn _ 6"”1 In(n+1) = en L n(n) [1 _ 67”1 1n(n+1)—7 ln(n)]

Or, par croissances comparées :

1 1
In(n+1)-—In(n) — 0
1 n

n—+oo

1-€e" ~ —x
0

On a donc :

+o0o

an ~ ew ™) (— L ln(n+1)+lln(n))
n+

De plus par croissance comparée fln(n) — 0, donc en 1“(") ~ 1

n—+oo
Ainsi :
1 1
an, ~ —In(n)- In(n+1)
- Tll 1 ! 1
~ fln(n)——(ln(n)Jrln(lJrf))
it nl . n+1 ) nl
~ (—— )ln(n)+ 1n(1+ )
e n n+l 1 n
Or:
n+1ln(1+l) _ nln(1+%) . 1 0
n(n+1) In(n) In(n) * In(n) n-o+eo
Donc :
1 ln(1+l) = 0 ;ln(n)
n+1 n n(n+1)
Et :

an ln( ) 12 ln(n)

oo n(n n(n+1)

D’apres le théoréeme de comparaison des séries entieres, la série a le méme rayon que Z 5 In(n)z" D’apres la
question (8), le rayon est 1.
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Posonsan=1+%+~-+l

n
On reconnait la série harmonique et on sait que :

an ~ In(n)

Ainsi, d’apres le théoréme de comparaison des séries entiéres, les séries Y. a,2" et Y In(n)z" ont le méme rayon
de convergence. Posouns b,, = In(n).

In(1+2
_ In(n+1) _ 1+ H( +n) 1
In(n) In(n)  n-+eo

bn+1

b’!L

Donc le rayon de convergence est % =1

Si P =0, alors le rayon de convergence est clairement +oco. Si P # 0, alors il existe ag,aq,...,aq € R tels que :
P(z) = ao +oragzd, avec ag#0

Donc :
P(x) ~ agaz?

Ainsi, d’aprés le théoréme de comparaison des séries entitres, les séries ¥ P(n)z" et ¥ agn?z"™ ont le méme rayon
de convergence. De plus :
1\¢4
- (1+0)
n n—+oo

D’apres le critere de D’Alembert, le rayon de convergence des deux séries est % =1.

ag(n+1)4

agnt

Exercice R32. Calculer les sommes des séries suivantes pour = dans |- 1;1] :

Si=> ka® Sy =3 k*a® Sy= %xk
n=0 n=0 n=0

Posons : - )
_ ko
@ = Tt -
pour z dans |- 1,1[. On a donc
ad 1
fl(x) _ kﬂ]‘k_l _
& (-7
Enfin -
x
S1 = zf'(z) = kat = ——
o (%

En dérivant a nouveau la relation précédente, on obtient

X2 kel (1-2)2+2(1-2)x
kzzokx = (1)

On a alors, en multipliant par z :

(I-z+2x)z  (1+2)z
(1-2)3  — (1-2)

52 = Z k:2xk =
k=0
Soit F' la primitive de f s’annulant en O :

foxf(t)dt

F(z) = fom Ldt -In(1-2)

1-1¢

I
c\
8
i0]8
-
Eal
&
I
NgE
ol IR
>~
3
[ —



Donc :
k

Exercice R33. Considérons 1’équation différentielle

22y +4dxy +2y = €°

pour z dans R}
1. Déterminer une solution de I’équation différentielle développable en série enticre.

2. Effectuer le changement de variable ¢ = In(z) dans I’équation homogene.

3. En déduire les solutions.

Soit f(x) = z anpx” une solution de I’équation différentielle, de rayon R > 0. On a alors :

n=0
2 Z apn(n - l)znf2 + 4z Z apnz™ ' + 2 Z apx” = Z —
n=0 n=0 n=0 n=0 1
Ainsi :
oo oo xn
> anx"[(n(n—l)+4n+2)] = > =
n=0 n!

n=0

Or deux séries entieres de rayons non nuls sont égales si et seulement si les coefficients sont égaux. Ainsi :

VneN, — = an[n(n-1)+4n+2] = ap[n®*+3n+2] = a,(n+2)(n+1)
n!
Ainsi : :
V’H,EN7 Ap = ————
(n+2)!
On a donc : » )
© 1, 1 & 1 = e —1-x
f@ = k:o(/“'?)!x B 962,;)(141+2)! N 3;2];2]6! - 2

Posons :

{ t = In(x)
2(t) = ylx) = y(e)
Donc :
{Z’(t) = e'y'(e) = ay'(z)
S0 = (O () = 2ty (@) v ()

Donc I'équation différentielle homogene (EH) devient :

(2"(t) - 2'(t)) +42'(t) +22(t) =0

Soit encore :
2"(t) +32'(t) +22(t) = 0

Résolvons ’équation homogene. L’équation caractéristique est :
P +3r+2 = (r+1)(r+2) = 0
Donc les solutions de I’équation homogene sont les :

zn(t) = Ae'+ Be
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avec A et B dans R. Donc les solutions complétes sont :

A
y(z) = —+=+
avec A et B dans R.

Exercice R34. Montrer que toute fonction C'* vérifiant :

IMeR, VneN, |[f™| <M

est développable en série entiere.

La fonction f tant C'*, on peut appliquer la formule de Taylor reste intégrale (Taylor-Lagrange fonctionne aussi) entre
0 et x a 'ordre n, avec n dans N..

(k) (n+1)
f(z) = ;}fk!(o g f ! (t)( —t)" dt

Pour montrer que f est développable en série entiére, il suffit de montrer que le reste intégral tend vers 0 quand n tend
vers +0o.

T (n+1) t T (n+l) t
_t n
< =) M2 g
n+1 z
< M %
(n+1)!
mn+1
' (n+1)!
Comme % — 0 par croissance comparée, le théoreme d’encadrement nous permet de conclure que le reste
n—>+oo

tend vers 0 et donc que la fonction f est développable en série entiere :

(k)

o1



Chap. 11

Variables aléatoires

Correction des exercices de références

PSI

Effectuons un tableau pour déterminer la somme de deux dés a 6 faces :

Ainsi, la loi de S :

Remarquons que :

Ainsi :

Exercice R35. On lance 2 dés & 6 faces et on note X; et X5 les variables aléatoires donnant le résultat des ces dés.

1. Notons S la variable aléatoire donnant la somme des valeurs indiquées par les dés. Donner la loi de S, son
espérance et son écart type.

2. Notons D la variable aléatoire donnant la différence des dés en valeur absolue. Les variables aléatoires S et D
sont-elles indépendantes ?

3. Notons M le maximum des deux dés. Exprimer la loi conjointe (X1, M). En déduire la loi marginale M.

4. Si la somme fait 7 vous gagnez 4 euros, sinon vous perdez un euros. Est-ce un jeu financierement intéressant ?

Dés|1 2 3 4 5 6
1234 5 6 7
2 1345 6 7 8
31456 7 8 9
4056 7 8 9 10
5 6 78 9 10 11
6 |7 8 9 10 11 12
i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 3 4 5 [§] 5 1 3 2 T
P(S=Fk) |55 36 3 36 36 36 36 36 36 36 3
1
PD=0.522) = PN < g
P(D=0) = P(X;=Xy) %
1
P(S=2) = P(X;1=Xy=1) = —
36
P(D=0,5=2) = ~ + 1 - p(D=0)-P(S=2)
ST 3607 6x360 B B

Les variables aléatoires D et S ne sont pas indépendantes.

Donnons la loi conjointe (M, X7) et la loi marginale M sous forme de tableau.

]V[\Xl 1 2 3 4 5 6 Loi de M
T T

1 3—16 (2) 0 0 0 0 @

2 % 36 0 0 0 0 @

3 1 L 3 0 0 2
36 36 36 36

4 1 L 1 4 0 T
36 36 36 36 36

5 L L 1 1 5 g 9
36 36 36 36 36 36 36

En effet, pour k,¢ dans {1,...,6},

52



eSil<k, P(X\=k M=) 0

P(Iil(Xlzk,XQ:g)) .k

i=1

P(X; =k Xo=0) = %

oSil=k, P(X,=k M=)

oSil>k, P(X;=kM=20)

Pour la loi de M,

P(M=k) = P(G(M:k,Xlzf)) = ZG:P(M:k,Xlzf)
=1 £=1

Ainsi, il suffit donc de faire la somme sur chaque ligne pour trouver la loi de M dans le tableau.
Notons G le gain de ce jeu. Déterminons la loi de G. Tout d’abord G(2) = {-1,4} puis :

P(G=4) = P(S=7) = % P(G=-1) = 1-P(G=4) = g

Déterminons I'espérance de G

1 5 1
E(G) = 4-P(G=4)+(-1)-P(G=-1) = 45-5 = -%

L’espérance de gain est négative. Le jeu n’est pas financiérement intéressant.

Exercice R36. Soit X une variable aléatoire d’espérance p et d’écart type o. Montrer que :

P(X E]M—QJ;M+20[) > %

Utilisons la formule de Bienaymé-Tchebychev. Pour tout € dans R} :

V(X
P(IX -pl>¢) < 22 )
On pose € = 20. On obtient :
P(IX - p| > 20) < g
— 1—P(|X—u|<20) < 2
= P(X-pl< 20) > 3
<« P(Xelpu-20,u+20) > 3
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Exercice R37. Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (?,.A, P) et a valeurs
dans N. On suppose que la loi du couple (X,Y") est donnée par (k € RY) :

Vi,jeN, P((X=i)n(Y =j)) = 2]

Déterminer &k
Déterminer les lois de X et de YV

Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire I'espérance et la variance de X.

Déterminer I'espérance et la variance de Y

Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
Calculer P(X =Y).

A A o

On doit avoir

i=07=0
donc - o o o 1
1 = Y YPX=iY=j) = ZZM_'
i=0 =0 } i:OJ:OQ J
<1 &1 1 1
= kY, MZ_—' = k-— e
02" 0 21-5
= ke
donck:é
OnaX(Q):NetpourtoutideN:
P(X =4) = IP(|_|(X:2',Y:€)) = P(X =1i,Y =¥)
£=0 £=0 ,
>k k&1
- XLy S il
B ke B 1
T i+l T 9i+l

De méme Y (2) =N et pour tout ¢ de N :

pac}
<
I
I
=
—
s
b
&
~
I
N
I
M8
pac}
>
<
!
I

>k k&1
- Z 27+14] ] Z 2j+1

7=0 : * 3=0
k11 /e
il 211 ol

Tout d’abord (1 + X)(2) = N* et pour tout k € N*

1 1](:*1 1
B(1+X=k) = B(X=k-1) = - = (1_,) E

Ainsi, 1+ X suit une loi géométrique de parameétre % On a donc :

E(1+X) = % =2 V(1+X) = 11_% =2
2 (3)
Donc :
E(X) = E(1+X)-1 =1 V(X) = V@+X) = 2

54



La variable aléatoire Y suit une loi de Poisson de parametre 1 donc :

E(Y) = V(Y) = 1

On a pour tout ¢ et j de N, d’apres la question 2 :

. , 1 k . .
IP)(X:Z)]P)(Y:]) = 2i+1.ﬁ = ]P)(X:’L,Y:])
Donc X et Y sont indépendants.
@ Calculons P(X =Y) :
< . . = . . >k
P(X=Y) = P(!:(!(X:%Y”)) = ;P(X:Z’Y:l) - ;2”1@‘!
Ainsi :
<k 1 e (B ok
P(X=Y) = - = = = = .
( ) 22)2 214! 2;:) 0! 2 Ve
Donc :
1
P(X=Y)=——
(X=¥)=57
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Chap. 12 Espaces vectoriels normés PSI

Correction des exercices de références

Exercice R38. Dans les 3 cas suivants, on prolonge la fonction en (0,0) par 0. Déterminer si ces fonctions sont
continues :

2 2

fiey) = 5 faosy) = (o p)sin () fal.y)
2 +y

x2 + 292

_In(1+ x2y2)
T a2 ay?

Comme
1
fi(5:0) = 1 £O.0) = 0
n n—>+00
La fonction f; n’est pas continue en (0,0).

En majorant le sinus par 1, on trouve :

[f2(2,y) = £2(0,0)] =

1
+y)sin({ —— || < +yl = ,
@rnsin )| < b+l = @,

Comme H(at,y)“l( )—Z )0, la fonction fo est continue en (0,0). Comme fo est continue sur R? \ {(0,0)} par
z,y)—(0,0
théorémes généraux, fo est continue sur R?.

Utilisons que :

VX e]-1,00[, n(1+X) < X

Ainsi : ( ) 2)
In(l+z Yy x2y2 g[;2y2 2
< =y < 2P+’ = (=05

x? +y?

[fs(z,y) = f3(0,0)] =

o242 T g2

Comme | (m,y)HQ( )—Z )O, la fonction f3 est continue en (0,0) et donc sur R? par théorémes généraux.
z,y)—(0,0
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Exercice R39. Dans cet exercice on identifie les éléments de R™ aux matrices colonnes. Soient |..| une norme sur R”
et S la spheére unité associée. On pose pour A dans M, (K)

1Al = sup || Az]
zeS

1. Soit (eq,...,e,) la base canonique de R™, posons M = Max(|Aeq],...,|Ae,|). Montrer que :
VX = (21 ... 20)T €R", |AX| < M(|2z1|+... +]|x,])

En déduire que 'ensemble {||AX]||/ X €S} est majoré, puis que ||A || existe.
Montrer que ||| est une norme sur M,,(R).
Montrer que pour tout X de R™ : |AX| < ||A.| X

En déduire que pour toutes matrices A et B de M, (R), on a ||[AB]| < ||A|l|B]|| - Les normes vérifiant cette
propriété sont appelés des normes matricielles ou des normes d’algebre.

CU ok W

6. Notons B et B les boules unités respectivement ouverte et fermée. Montrer que :

A
Al = Suplde| = SuplAe] = Suplill

reB reB zeE HCEH

Majorons |AX| :

jax]| - ‘

n
A Z Ti€;
i=1

n
Z CCiAei
i=1

< Y|zl Ae| < M(ZI%I) < M|X[q
i=1 i=1

D’apres la question précédente on a pour tout X de R" :

[AX] <M -] XL
Or | | et |- |1 sont équivalentes car en dimension finie toutes les normes sont équivalentes. Il existe donc « dans
RZ tel que :
[AX| <€ Mo|X| € Ma
L’ensemble

{lax]/x s

est donc un ensemble non vide (Il contient 0) et majoré. D’apres 'axiome de la borne supérieure, il admet un sup.
L’existence de ||A]| est donc acquise.

e Tout d’abord ||.|| est bien une application de M,,(R) dans R*.

e Vérifions la séparation :
lA=0 = sup|AX|=0 = VzeS |AX|=0 = VzeS,AX=0 (1)
zeS

Soit Y dans R™. Si Y # 0, alors d’aprés 1’équation (1), on a :

Y
Ay - Y|-A() - ¥lo = o
v

Comme A0 =0, on a AY =0 pour tout Y de R™ et donc A =0.

e Vérifions 'homogénéité : Soit A € M, (R) et A dans R,

IAANl = sup JAAX] = sup Al [AX] = |A-sup [AX] =[] [lA]
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e Vérifions enfin I'inégalité triangulaire.
Soient A et B dans M, (R) :

lA+ Bl = sup|Az+ Bz < sup(|Az|+[Bz]) < sup|Az|+sup|Bz| = [A]l+[B]
zeS zeS zeS zeS

Ainsi, ||+ || est bien une norme.

Soit x dans E non nul.

2 - b
=] =]

[Az] < [lAll- =

< sup Ay = A
yesS

Donc :

Comme pour z =0, on a clairement l'inégalité.
Ve eR",  [Az| < [lA]- ]
Soit Y dans S. D’apres la question 4 :

[ABY | < [IAIl.IBY] < [IANNBI-1Y] = lAll-IBl

On passe au sup pour Y dans S, on obtient :

IABI| = sup |JABY| < [IA[l[IBI|
YeS
@ Posons pour tout A de M, (R) :

Ni(A) = sup  JAX]|
XeB

No(A) = sup  [AX]|
XeB AX”

N3(A) = sup L

XeR™\{0} HXH

On justifie I'existence de N1, No et N3 comme dans les questions 1, 2 et 3.

e Etape 1. Montrons que :

1Al > Ni(A)
1Al > N2(A)
1Al > Ns(A)

Soit X dans R™. D’apres la question 4, on a :

[AX] < NI

Donc :
= n |AX|
VX eB, |[AX] < Al VX eB, |[AX] < [|Al VX eR" {0}, Ix] ° Al
On passe au sup pour X dans B, B ou R\ {0}, on obtient pour tout A de M,,(R) :
Al > N1(A) IA]l > Na2(A) 1Al > N3(A)
e Etape 2. Montrons que :
{ Na(A) > A
N3(A) = |l A]
Comme S c B et ScR" {0} alors :
|AX|

sup [AX| < sup [|[AX]|| et sup |AX| <  sup
Xes XeB XeS xernnfoy | X|
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Donc :
No(A) > JJAll et N3(A) > [|A]l

e Etape 3. Montrons que N1 (A) > ||4]|.
Soit n € N*,
1 1
(1= YAl = supia(i-—)xi
n XeS n
OrY=(1-1)XeBsi XeS, donc:
1
(1-2 )0l < swplav] - N4y
n YeB

Donc, en passant au sup pour n €N :
1Al < N1 (A)

Exercice R40. Montrer que :

1. Montrer que toute matrice triangulaire supérieure est limite de matrices triangulaires supérieures avec des éléments
distincts sur la diagonale.

2. En déduire que ’ensemble des matrices diagonalisables sur C est dense dans M,,(C).
3. Montrer que I'ensemble des matrices diagonalisables sur R n’est pas dense dans M, (R).

4. En déduire le théoréme de Cayley-Hamilton. On admettra que si :

Mn —> M ol XMn(]\/[")n:;XM(M)

n—+oo

Soit

t11 t1p
T = :
(0) tpp
une matrice triangulaire supérieure.
Posons :
o (0)
T, = T+
(0) 5
Les coefficients diagonaux de T}, sont les : ’
1
bi g b ¥

Montrons qu’a partir d’un certain rang, les (t.,), sont distincts. Soient i # j deux indices distincts.

ie{l,..., P}

i-J
t =t = (tu—ty) + .
Si ti; = tj; alors t}; —t}, = % #0. Si t;; #t;;, alors :

t, —t,-- — t“‘—tjj + 0

i1 JI oo

Donc a partir d'un certain rang t;; # ' .

Ainsi, quitte & enlever les premiers termes de la suite (7}, )nen, on peut considérer que la suite (7},) est une suite de
matrices triangulaires & coefficients diagonaux distincts. Comme la suite (7},) tend vers T, on a le résultat.
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Soit A dans M,,(C). On trigonalise A sur C. Il existe donc P dans Gl,,(C) et T dans 7, (C) vérifiant :

A = prp!

D’apres la question 1, la matrice T est la limite d’une suite (T}, )nen de matrices triangulaires & coefficients diagonaux
distincts. Comme les coefficients diagonaux des T, sont aussi les valeurs propres de T,,, les valeurs propres des T},
sont distinctes et donc les T}, sont diagonalisables sur C. Posons :

A, = PT, P!

Les matrices A,, sont diagonalisables car les T}, le sont. On a donc I'existence d’une suite de matrices diagonalisables
sur C qui converge vers A. L’ensemble des matrices diagonalisables sur C est donc dense dans M, (C).

Posons
0 1
- (09)

Supposons que ’ensemble des matrices diagonalisables sur R est dense dans Mo (R). Il existe donc une suite (A4,,)
de matrices diagonalisables qui tend vers A. Notons

A= (o )
et posons A Dapplication de M5(R) dans R telle que
A(A) = tr(A)* —4det(A)
C’est le discriminant du polynéme caractéristique de A puisque :
Xa = X?-tr(A)X +det(A)
Comme A,, est diagonalisable sur R pour tout n dans N, les valeurs propres de A,, sont réelles et
VneN, A(4,) >0 (1)

De plus, A est continue car :

— tr est CY car c’est une application linéaire de Mo (R) dans R;

— det est C° car c’est une application polyndmiale.

— f(z,y) = 2% -4y est C° car c’est une application polynomiale de R2.
Gréce a l’équation (1), on obtient :

-4

Il
>
E

1]

A(hm An) = lim A(4,) > 0
n—o0 n—oo

Absurde.

Soit M dans M., (C).

e <b>Etape 1.</b>
Soit X un vecteur propre de M. Soit A la valeur propre associée a X, on a :

XM(M)'X = XM(A)X =0

On a donc x,, (M) - X =0 pour tout vecteur propre X.

o <b>Etape 2.< /b> Si M est diagonalisable sur C, alors il existe une base de vecteurs propres. D’aprés 'étape 1,
Xm (M) est nul sur une base, donc x (M) =0. Ainsi x (M) =0 si pour toute matrice M est diagonalisable.

e <b>Etape 3.</b> Par densité, il existe une suite (M,,) de matrices diagonalisables sur C tq M,, - M, donc
0= X, (Mn) W—OJ Xum (M)

et donc xp (M) =0.
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Exercice R41. Soient A et B dans M,,(R).
1. Montrer que : VA, Be E, M, (K), |AB|ow < n|Alc|B] -
2. Montrer que : YA, B e E, M,(K), ||AB|2 < |Al2]|B]2-
3. Montrer que pour toute norme |..| de M, (R), il existe ¢ dans R tel que :

VA,BeE, Mn(K), [AB| < c|A[|B]|

Pour ¢,j dans {1,...,n} :

[(AB)ij| < 37 [AiBrjl < |Als|Blloo 351 < nlAl,|B]
k=1

k=1
On passe ensuite au sup sur ¢ et j dans {1,...,n}, on trouve :

[ABlo < n[Al.lBle

n n n n n 2
4813 = 33 1AB)P - (zAikBkj)

j=1 i=1j=1 \k=1

Or, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n 2 An By; Ain By
k=1 Azn an Ain 2 an 2
Donc : . .
2
|ABl; < 3 A% Y B
k=1 (=1
Ainsi :
sl < S3(3 a3
i=1j=1 \k=1 =1
c (EEa)(EEm)
i=1 k=1 j=146=1
2 2
< AlL]Bl;

o Méthode 1.
En utilisant les équations précédentes. Comme on est en dimension finie, les normes |- || et | - |2 sont équivalentes.
Il existe donc «a et 5 dans R} telles que :

VM e Mn(R), o|M|, < M| < g[M],

Donc : 5
[AB] < BlABl2 g BlAl2[Bl2 < —5[Al]B]
o

e Méthode 2.
Sans utiliser les équations précédentes, considérons 'application :

p: S - My(R)
(A,B) » AxB

avec S la sphere unité de M, (R). L’ensemble S est borné par 1 et fermé : ¢’est donc un compact de Mo (R).
L’ensemble S? est encore un compact. De plus, ¢ est continue car c’est une application bilinéaire en dimension finie.
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L’application ¢ est donc continue sur un compact. D’apres le théoreme des bornes atteintes, elle est bornée. Il
existe donc ¢ dans R tel que :
VA,BeS, |AB|<c (1)

Soient M et N dans M, (R) non nuls, on a donc :

|MN| H M N‘
[ M [ [NV

< ¢
@
Donc :

IMN| < c|M[|N]

Comme cette relation est vraie de maniére évidente pour M ou N nuls, elle est vraie pour tout couple de matrices
(M,N).
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Chap. 13 Calcul différentiel PSI

Correction des exercices de références

Exercice R42. Soit f une application différentiable de R® dans R. Exprimer, en fonction des dérivées partielles de f :

1. la dérivée de : gy (z) = f(z, 22, 2%),

2. les dérivées partielles de : go(x,%) = f(x + 2y, 3z + 4y, 2 + 3?).

En utilisant la regle de la chaine, on obtient :

f@ = L1+ Lot oty + Lot car
yA

or dy
On pose a = (z + 2y, 3z +4y, 2% +y?). Toujours avec la régle de la chaine, on obtient :
%(m,y) = g—i(a) x1 + %(a) x3 + %(a) x 2T
) - gr@x2 + @xa + Lz

Exercice R43. Considérons I’ensemble C' de R? et f I’application de 7" dans R définie par :
C={(z,y) eR* [z +y|<1, |r-y|<1} fay) = (z-y)°+(z+y)°

1. Dessiner I’ensemble C' de R?

2. Sans calcul, justifier 'existence d’un maximum global de f.

3. Déterminer le maximum global de f.

Tout d’abord, décrivons C.

l1-z
1l+x

<

1 {—1—3;
<
-1+z

ININ
IN A

IN N
—

|z +yl
|z~ yl

Di:y=x+1 Dsy:y=-x-1 Ds:y=-x+1 Dy:y=x-1

Notons :

L’ensemble C' est donc délimité par le carré :
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1

D3

Dy

/
@
-1 0 1
Dy
-1

L’ensemble C' est un fermé borné de R%. C’est donc un compact de R2. Or f est continue sur C car elle est
polynomiale. D’apreés le théoréme des bornes atteintes, la fonction f admet (au moins) un maximum global sur C.

Déterminons les points critiques de f.

ﬁx, =0 2(x — + 3(xz+y)? = 0
{%Z{x,z;:O - {—QEx—Z; + 3§x+Z;2 0 Ly« lo=In
— 2x-y) + 3(x+y)? = 0
~4(z-y) = 0
— r =Y

= (2,9)=(0,0)
Ainsi, (0,0) est le seul point critique de f. Déterminons la hessienne en ce point.

2+6(x+y) -2+6(zx+y)

2 -2
Hy(wy) = 2+6(z+y) 2+6(z+y) | H(0,0) :[ ]

-2 2

Le déterminant de la hessienne est nul, il faut étudier la nature du point autrement.

f(:c,—ac) - f(an) = dx

Ainsi f(x,-x) change de signe au voisinage de (0,0). Il n’y a donc en (0,0) ni maximum, ni minimum. Le maximum
se trouve donc sur le bord de C.

e Sur DynC avec Dy :y=x+1et ze[-1,0]:

fxy) = flz,20+1) = (-1)°+(2z+1)°

Ainsi f admet un maximum en (0,1) de valeur 2.
e Sur DonC avec Dy:y=x-1et ze[0,1]:

flx,y) = f(z,z-1) = 12+(2x—1)3

Ainsi f admet un maximum en (1,0) de valeur 2.
e Sur D3nC avec D3:y=-x+1etxe[0,1]:
flzy) = flz,-z+1) = 2o-1)*+1°
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Ainsi f admet un maximum en (0,1) et (1,0) de valeur 2.
e Sur DynCavec Dy:y=-z—-1let ze[-1,0]:

flzy) = flz,—z-1) = 2z+1)°+(-1)°

Ainsi f admet un maximum en (0,-1) et (-1,0) de valeur 2.

Conclusion. Le fonction f admet 2 maximums globaux sur C en (1,0) et (0,1) de valeur 2.

Exercice R44. Posons )

f(z,y) = m

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en (0,0). On note encore f ce prolongement.

2. Montrer que f n’est pas C! en (0,0).

Mountrons que f est prolongeable par continuité en (0,0)

.’E2 CCZ + y2

f(zy)-o| = < - J@w)l3
| | (Vo) | (Vi)

Comme |(z,y)], tend vers 0 en (0,0), on peut conclure d’apres le théoréme d’encadrement :

lim T, =0
(z,5)~(0,0) f@y)

On peut donc prolonger f en (0,0) en posant f(0,0) = 0.

Montrons que f n’est pas C! en (0,0). Comme :

lim f(x,0) - f(0,0) . x . 1

= lim ——~ = lim — = +o©

-0t x—-0 =0t (W)d -0t \/E

la dérivée partielle de f par rapport & x n’existe pas en (0,0). La fonction f n’est donc pas C! en (0,0).

Exercice R45. Déterminer les fonctions f de C'(R? R), vérifiant :

5f Sf B
ya(w,y) - fc@(%y) =0

On pourra dans un premier temps passer en coordonnées polaires.

Posons x = rcos# et y =rsinf. Notons de plus g la fonction :

V(r,0) eR* xR, g¢g(r,0) = f(rcosf,rsinf) = f(x,y)

En utilisant la regle de la chalne, on obtient :
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@(T,H) —rsin@g(rcos&rsine) + rcos@g(rcose,rsine)
00 ox dy

_,9f
y(?:v
= 0

@9) + o2 (ey)
)

Ainsi, g ne dépend que de 7. Il existe une fonction ¢ de C*(R,R) vérifiant :

9(r,0) = ¢(r)

En revenant a f, on obtient :

V(wy) R f(ay) = o (Va2 +i?) = o +y?)
avec ¥(z) = ¢(\/7) pour tout x de R*. Ainsi I’ensemble solution est :

S = {feCYR*R) / Y e C'(R,R), Va,y e R, f(z,y)=v (z° +y*)}
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Chap. 14 Equations différentielles PSI

Correction des exercices de références

Exercice R46. Résoudre les systemes différentiels suivants :

2 = dx-y-2z+¢€ r = x + y x’ 2y + 2z
Yy = 2z +y -2z y = -r + 2y + =z Y -r + 2y + 2z
-z + y + 3z

Z = x-y+ =z zZ = x + z z

Posons :

T 4 -1 -2 et
X=lyl A=1]2 1 -2 B=|0
z 1 -1 1 0
Le systeme différentiel peut se mettre sous la forme :
X' = AX+B

e Etape 1. Déterminons le polynome caractéristique de A

r-4 1 2
-2 z-1 2
-1 1 z-1

xa(r) =

Effectuons 'opération élémentaire Lg < Lz + Lo — L1 :

r—4 1 2

Puis les opérations élémentaires suivantes :
02<—Cg+01, C3<—03+Cl

On a donc :

Xa (LC) =

En développant sur la derniére ligne :

r-3 x-2

L@ - @023 - e ne-e-

e Etape 2. < /B> Diagonalisons A. On détermine les espaces propres associés :

-3 1 2 -1 1 0 1
FE; = kerl-2 0 2 = ker|-1 0 1 = wvect]1l
-1 1 0 0 0 O 1
-2 1 2 -1 1 1 1
Ey = ker|-2 1 2 = ker[O 1 O = vect]O
-1 1 1 0 0 0 1
-1 1 2 -1 1 2 1
FEys = ker|-2 2 2 = ker{] 0 0 1 = wvect|1
-1 1 2 0 0 0 0
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Posons :

1 0 0 1 1 1
D =10 2 0 P =11 0 1
0 0 3 1 1 0
On a alors :
A=pPDpP?

e Etape 3. Changement de variable dans le systéme. Posons Y = P~'X. Comme P est constant, on a Y’ = P71 X"
Ainsi :
Y' = P'X’ = P (PDP")X+P'B = DY+P'B

Apres calcul :

-1 1 1\/[e —et
P'B=|1 -1 ofjo] = ¢
1 0 -1/\o et

Posons :
u(t)
Y ={v(t)

w(t)

Le systeme différentiel est donc équivalent au systeme :

~+

u(t) = wu(l) - e
v'(t) = 20(t) + €t
w'(t) = 3w(t) + €

o Etape 4. Résolution des EDL. Dans 'EDL numéro 1, on cherche une solution particuliére sous la forme Atet.
Dans les EDL numéro 2 et 3, on cherche une solution particuliere de la forme Ae’. On trouve :

u(t) = Aet - tet
v(t) = Be* - ¢
w(t) = Ce - ¢

e Etape 5. On revient aux variables initiales.
x(t) u(t) 1 1 1
y(t) Plo@) ] = |1 (Aet —te')+]0 (Be% - et) +]1 (C’e3t - fet)
(1) w(t) 1 0 2

On pose

x 1 10
X=|y A=[-1 2 1
z 1 01

Le systeme s’écrit :

e Etape 1. Polyndme caractéristique de A.

X, (z) = det(zl - A)

En effectuant les opérations élémentaires Lg < L3 + Ly et Cy < Cy — C3, on trouve :

rz-1 -1 0
1 1 z-1 -1

0 0 -2

XA(’I) = 2
-2 x-2

€T
T



Enfin, on trouve :
Xa(2) = ((z-1)°+1)(z+2) = (z-1-d)(z-1+i)(z-2)

Les valeurs propres sont donc 1+, 1 -7 et 2.

e Etape 2. Diagonalisons A. Les espaces propres associés aux valeurs propres trouvées dans ’étape 1 sont :

1 -1 0 1
Ey = ker(2I-A) = |1 0 -1| = vect|l
-1 0 1 1
De plus,
t -1 0 1
Fiy = ker|]0 -1 1] = vect]:
0 -2i i i
Ainsi, sans calcul :
1

La matrice A est donc diagonalisable sur C.

En posant :
2 0 0 1 1 1
D =10 1+¢ 0 |, P =11 ¢ —i
0 0 1-q 1 ¢ —i

ona A=PDPL.

e Etape 3. Changement de variable.
On pose Y = P71 X. Comme P est constant, on a Y’ = P71X’ et :

Yy’ = P'X’' = Pp'AX = P'PDP'X=DY

En posant :
U
Y=1v
w
le systeme différentiel devient :
u = 2u
v’ o= (T+d)
w = (1-4)w
Donc :
u(t) = Ae?

v(t) = Be*Dt avec A,B,CeC
w(t) = Cel Dt

e Etape 4. On revient aux variables initiales.

1 1 1
X = PY = [1|4e® + |i| Bt 1+ | =i |Ce(-0t
1 i >

Pour trouver les solutions réelles, il suffit de prendre la partie réelle. En posant :
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A=A1 +iA2, B=B1 +iBQ, C=Cl +i02 avec Al,AQ,Bl,BQ,Cl,CQ ER,

on trouve :

Exercice R47. Soit xy’ — 2y = 2 une équation différentielle.
1. Résoudre cette équation sur R} puis sur R*

2. Peut-on "recoller" des solutions de R* et R} pour en faire des solutions sur R ?

3. Rappeler le théoréeme de Cauchy donnant la dimension de ’espace vectoriel des solutions d’une équation
différentielle linéaire homogene. Quelle est la dimension ici de ’espace vectoriel des solutions de 1’équation
homogene ?

Résolvons I'équation différentielle sur R} et sur R* :

) 2 2
Yy o= —y+ =
X X

On remarque que y = —1 est solution, on trouve donc les solutions sont de la forme :

y(t) = Ae*mll_1 = A2 -1

avec A dans R.

Soit :

Az? -1

y-(2)

ys () Ba? -1

des solutions respectivement sur R* et R;. On remarque que :

lim y_(z) = lim y,(z) = -1
x—0~ r—0%
lim y’(z) = lim yi(z) = 0
Ainsi, les solutions sur R sont les :
Az -1 siz<0
y(z) = {Bax?-1 siz>0
-1 siz=0
avec A et B dans R.
Tout d’abord, notons :
Az? siz>0
fap(x) = { Bx? siz<0

0 siz=0
L’ensemble des solutions homogenes est alors

SH = {fA)B //LBER}

C’est une R espace vectoriel de dimension 2. Le théoréeme de Cauchy précise que ’espace vectoriel des solutions
de I’équation homogene d’une équation différentielle linéaire résolue d’ordre 1 est de dimension 1. Ici, I’équation
différentielle n’est pas résolue sur R. II peut donc avoir une dimension différente de 1.
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Exercice R48. Discuter des solutions de I’équation différentielle ¢ + 4y + 3y = €™* suivant les valeurs de m.

Résolvons ’équation différentielle :
y" +4y' + 3y =em”

avec m € R.

e Etape 1 : Equation homogene.
L’équation caractéristique associée est :

2 +4x+3=(x+1)(z+3)=0
Les solutions de I’équation homogene sont donc de la forme :
yn(z) = Ae™ + Be™3”

avec A et B dans R.

e Etape 2 : Solution particuliére si m ¢ {-3,-1}.
Comme m n’est pas solution de I’équation caractéristique, on cherche une solution particuliere sous la forme :

yp(z) = Xe™

On a donc :
y, +4y, + 3y, = ™"
ce qui donne :
(Am? + 4 m + 3\ )e™" = ™"
D’ou :
_ 1
S m2+4m+3

Comme m? +4m +3 #0 (car m ¢ {-1,-3}), la solution particuliére est :

]' mx

) = a3

e Etape 3 : Solution particuliére si m € {~3,-1}.
Cette fois, m est une racine simple de ’équation caractéristique. On cherche donc une solution particuliere sous la
forme :

yp(z) = Axe™®
On calcule :
Yp = Aze™”

y; =™ + dmze™

y;/ _ 2)\menm + Amerm,x

En remplacant dans 1’équation :

Yy, + 4y, + 3y, =™’

(2Am + Am®z + 4\ + Admaz + 3Xz) €™ = "

On regroupe :
Az(m® +4m+3) + (2m+4)] =1

Or m? +4m+3 =0 car me {-1,-3}, et 2m +4 # 0. Donc :

1
T 2m+4

Ainsi :

m mx
w(@) =5 e
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e Etape 4 : Conclusion.
Les solutions de ’équation différentielle sont :

1
Ae®+Be™% 4+ ——————e™® sim¢{-1,-3}
y(aj) = m2m+ dm + 3 ’
Ae ™ + Be_?’”: + memw sime {—1, —3}
m

avec A et B dans R.

Exercice R49.

1. Résoudre ty” =-y' et déterminer la dimension de I’ensemble des solutions sur R.

2. Pourquoi la dimension n’est pas 2 comme 'affirme le théoréeme de Cauchy-linéaire ?

e <b>Etape 1. </b>Tout d’abord, résolvons I’équation différentielle :
tyl/ — _yl

sur I =R} ou sur I =RZ. Ainsi I’équation différentielle est équivalente & :

yll — _lyl
t

Donc :

avec B = +A € R. Soit encore :

y(t) = Bln|t|+C
avec B, C' dans R.

o <b>Etape 2. </b>Déterminons les solutions sur R. Soit :

{ y+(t)
y-(t)

des solutions respectivement sur R} et R*. Pour recoller ces solutions, il faut et il suffit que :

ByInlt|+ C,
B_ln|t|+ C-

{ tli%{ y_(t) = tlir(r)1+ y+(t) ¢ R (1)
; / _ . ’
limyZ(t) = lmyi(t) ¢ R (2)
L’équation (1) donne :
tli%{ B_Inljt|+C. = tlir(r)1+ B,Injt|+C; €R

Donc :

B.=B,=0 et C,=0C_

Dans ces conditions, ’équation (2) est vérifiée. Ainsi, 'ensemble des solutions est 1’espace vectoriel contenant les
fonctions constantes sur R. C’est un espace vectoriel de dimension 1.
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Le théoreme de Cauchy est vrai pour les équations différentielles linéaires résolues. Ici, cette équation différentielle
n’est pas résolue. Donc la dimension peut étre différente de 2.

Par contre, on peut remarquer que sur R} ou sur R*, I’équation différentielle est résolue et I’ensemble des solutions
est bien un espace vectoriel de dimension 2.
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