Chap. 7 Espaces préhilbertiens PSI

Exercices de référence

Exercice R1.

Considérons les matrices suivantes :

i) () )

1. Rappeler la définition d’un produit scalaire puis rappeler les deux formes du produit scalaire usuel sur M5 (R).

2. Utiliser I'algorithme de Gramm-Schmidt pour transformer la famille (A, B,C') en une famille (A’, B’,C") ortho-
normale.

3. On note F' = Vect(A, B,C) et on admet que la matrice :

ey )

est dans F'. Déterminer les coordonnées de M dans la base (A’, B’,C") de F

4. Déterminer enfin la matrice de la projection sur F dans la base (E11, F12, Ea1, F22).

—= O

Exercice R2.

Pour des polynomes P et @ a coefficients dans R, on note :

L P(2)Q(x)
1 V1-22

1. Montrer que 'intégrale précédente converge pour tous polynémes P et Q.

(P,Q) =

2. Montrer que (,) est un pse sur R[X]

3. Pour tout n de N, notons T, le n°polyndme de Tchebitchev, ¢’est-a-dire 'unique polynéme vérifiant T, (cos(x)) =
cos(nz) pour tout x de R. Montrer que la famille (7,77, ...,T,) est une famille orthogonale de R[X].

Exercice R3.

Notons S,,(R) et A, (R) les espaces vectoriels formés respectivement par les matrices symétriques et par les matrices
anti-symétriques de taille n.

1. Rappeler le théoreme de projection dans un espace préhilbertien.
2. Montrer que (A/B) = tr (AT.B) est un produit scalaire sur M., (R).

3. Montrer que M, (R) =S, (R) ® An(R).
4. Soit A dans M,,(R), on note
A(A,S5.(R) = Inf |A-B| = Inf J(A-BJA-B)
BeS,, (R) BeS, (R)
Justifier Pexistence de d(A,S,(R)).

5. montrer que :

d(A, S, (R)) = H% (4-AT)




Chap. 7 Espaces préhilbertiens PSI

Exercices du cours

Niveau 1

Exercice C1.

1. Montrer que la valeur absolue sur R est une norme euclidienne. Déterminer le produit scalaire associé.

2. Montrer que le module sur le R-ev C est une norme euclidienne. Déterminer le produit scalaire associé.

Exercice C2.

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. Notons pour tout = = (x1,...,2z,) de R et tout p de [1;+oo]. :
= P4, P w = M ;
lely = el foloo = Max o
On admet que ce sont des normes.
1. Montrer que pour tout z de R", on a :
lim fzf, = [z]e

p—

2. Montrer que la norme | |, avec p dans [1;+00] est euclidienne si et seulement si p = 2.

Exercice C3.

1. Montrer que la base canonique de R™ est une base orthonormée.

2. Montrer que la base des matrices élémentaires (£, ;),; est une base orthonormée de My, (R).

Exercice C4.

1. Montrer que :

2. Soit a dans R}. Montrer que :

C°([-a,a],R) = P([-a;a],R) & I([-a;a],R)

avec P([-a;a],R) et Z([-a;a],R) les R-ev des fonctions continues paires et impaires de [-a;a] dans R.

Exercice C5.




Montrer que :

HZ{M:(CL”’)EM”(K)/ Z aij:O}

1<i,j<n

est un hyperplan. Déterminer un vecteur normal.



Exercice C6.

Soient E = C%([-1,1],R) et p la projection orthogonale sur F' le sev des fonctions paires de FE.
1. Justifier I’existence de p.

2. Déterminer 'image par p de la fonction exponentielle.

Exercice C7.

Notons

o o

1. Montrer que A est un sev Ms(R) de dimension 2.
2. Déterminer une base orthonormale de A

3. En déduire la matrice de la projection orthogonale sur A dans 8 = (F11, E12, Fa1, Ea2).

Exercice C8.

Soit F:x+2y+2=0 un plan de R3.
1. Déterminer I'image de (x,y,2) par p la projection orthogonale sur F

2. En déduire la matrice de p dans la base canonique.

Exercice C9.

Soit
uy = (17131)
Uz = (17071)
us = (17170)

Effectuer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Scmidt, afin de transformer cette famille libre en base orthonormale.

Exercice C10.

On munit Ry[ X ] muni du produit scalaire :

(PIQ) = [ PG

Utiliser 'algorithme de Gram-Schmidt pour construire une base othogonale de polynémes unitaires a partir de la
famille (1,X,X?).

Niveau 2




Exercice C11.

Pour des polynémes P et @Q a coefficients dans R, on note :

'P@QE)

1. Montrer que l'intégrale précédente converge pour tous polynémes P et Q.

(P,Q) =

2. Montrer que (,) est un pse sur R[X]

3. Pour tout n de N, notons T;, le n°polynéme de Tchebitchev, ¢’est-a-dire "'unique polynéme vérifiant T;, (cos(z)) =
cos(nz) pour tout z de R. Montrer que la famille (7,77, ...,T;,) est une famille orthogonale de R[X].

Exercice C12.

Notons E = Oy, (R, R) 'ensemble des fonctions continues 27 périodiques de R dans R. Posons

(Fo =5 [ 10g

1. Montrer que <, > est un pse sur E.

2. Pour tout n de N, notons ¢, et s, les applications définies par ¢, (z) = cos(nz) et s,(z) = sin(nz). Montrer pour
tout n de N que la famille suivante est orthogonale :

(607017"')C’VHSO)Sl?"'vSn)

3. Expliquer pourquoi cette famille n’est pas libre. Quelle sous famille faut-il prendre pour qu’elle soit libre ?

Exercice C13.

Soit p une projection d’un espace pré-hilbertien réel. Montrer que p est une projection orthogonale si et seulement si :
Vo e E, [p(z)] < [z

Pour la réciproque, on pourra raisonner par contraposée. Pour une projection sur F' de direction GG, on pourra prendre
A dans R et (z,y) dans F x G non orthogonaux et développer I'expression : |Az + y|? - |[p(Az + ) |?

Niveau 3

Exercice C14.

On identifie polynéme et fonction polynéme, on peut donc supposer R[X] sev de C°([a,b], R).
1. En utilisant que toute fonction continue sur un segment est limite uniforme de polynémes, montrer que
R[X]* = {0}

2. En déduire que l'on peut trouver F sev d’un R-ev F tels que FE + F' & F*.
3. En déduire que 'on peut trouver F sev d'un R-ev E tels que (F*)* # F.

Exercice C15.

Soit £ =C°([0,1],R) muni de son produit scalaire usuel. Considérons pour tout n de N* I’application f,, de E définie
par :



11,1

2 2" n
1. Montrer que pour tous p et ¢ dans N avec p> ¢, on a : | f, — fq| <

1
.
2. En déduire que (f,,) est une suite de Cauchy.
3. Montrer que si (f,) converge vers f alors f vaut 1 sur [0; 3] et f vaut 0 sur tout intervalle de la forme [a, 1] avec
1
a>z
2

4. En déduire que (f,,) ne converge pas dans E.

Exercice C16.

1. Déterminer la distance entre un vecteur w (3,4,5) de R? et le plan F: 2 + 2y + z = 0.

2. Soit A dans M, (R). Déterminer la meilleure approximation pour la norme euclidienne usuelle de A par une
matrice symétrique.

1
3. Déterminer : IilgR / (sin(z) - azx - b)*dz.
a,be 0

Exercice C17.

I. L’inégalité de Bessel. Soient (e,), ., une famille orthonormale d’un espace pré-hilbertien réel.
1. Notons p, la projection orthogonale sur F}, = vect(ey,...,e,). Exprimer |p,(z)||* & 'aide de z, des e; et
du produit scalaire.
2. En déduire que la série ¥(z, e, )? est convergente pour tout x de E et

+ 00

> (@ en)? < Jaf?

n=0

C’est 'inégalité de Bessel.

II. Lemme de Lebesgues. Soient f une application continue de [a,b] dans R. Le but de cette partie est de
démontrer le lemme de Lebesgues qui affirme que :

b
lim f(@)cos(nt) = 0 (%)
n—+oo Jq
1. Soit p est ¢ des entiers tels que 2pr < a < b < 2qw. Sur Pespace vectoriel E = C([2pr,2¢7],R), on choisit

le produit scalaire :
1

m ij” f(t)g(t)dt

De plus notons ¢, I'élément de E définie par ¢, (z) = cos(nz). Montrer que la famille (¢, )nen est une
famille orthogonale de E. Que vaut |c,]|| ?

Vf,geE, (fg) =

2. On prolonge f par 0 pour en faire un élément de E. Montrer, a ’aide de l'inégalité de Bessel, que
Péquation () est vérifiée. On pourra remarquer que le résultat reste vrai si f est continue par morceaux.
On aura alors un semi-produit scalaire, mais la démonstration restera la méme.
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Exercices
" Le champignon le plus vénéneux, c’est
celui qu’on trouve dans les voitures."
Coluche
Niveau 1

Exercice 1.

Montrer que : X
(19) = 190+ [ f@)g (2)de

est un produit scalaire sur C!([0,1],R).

Exercice 2.

Soit n dans N et E = R[X]. Considérons I'application de E? dans R définie par :
+ 00
(PIQ) = X PP(0)Q™(0)
k=0

1. Montrer que (./.) est un produit scalaire.
2. Calculer (XP, X?) pour tout p et ¢ de N.
3. En déduire une base orthonormée de (FE, (./.)).

Exercice 3.

Soit (E,{,)) un espace préhilbertien réel.
1. Montrer que la norme est continue.
2. Notons :
Va,ye B, N(z,y) = |z + ]yl
Montrer que N est une norme sur E?2.

3. Montrer que le produit scalaire est continue pour cette norme N.

Exercice 4.

Pour tout P et @ de R[X], on pose :
PIQ) = [ P®QE)"at

1. Montrer que (./.) est un produit scalaire sur R[X]



2. Calculer (X?/X7) pour tous p et ¢ de N.
3. Orthonormaliser par le procédé de Gram-Schmidt la famille (1, X, X?).

Exercice 5.

Soient (F,(/)) un espace pré-hilbertien réel et ||..| la norme euclidienne associées.

1. Soit f et g des endomorphismes de E Montrer que :

Ve,ye B, (f(@)/f(y) = (9(2)/9(y)) <= VaeE, [f(2)]=]g(z)]

2. En déduire qu’'un endomorphisme de E conserve le produit scalaire si et seulement s’il conserve la norme.

3. Montrer que ce résultat est faux si on considere une application quelconque de E dans F.

Niveau 2

Exercice 6.

. . . L. 27
Montrer qu’il n’existe pas trois vecteurs de l’espace formant entre eux des angles supérieurs a 3

Exercice 7.

!

Soit 6 dans 0,7 [. Pour tout vecteur (gy:) et (z,), on pose :

( (5) ) (:;:) Yy = xz’ +yy’ + (xy +2'y) cos(0)

1. Montrer que (.,.) définit un produit scalaire sur R2.

2. On définit f 'endomorphisme par sa matrice base la base canonique (e1,es) :

A= [fle = ((1) co;(le))

Montrer que f est un endomorphisme orthogonal pour ce produit scalaire. Pourquoi la matrice A n’est-elle pas

orthogonale ?
3. Déterminer un vecteur e de R? pour que la base (e;,e) soit une BON directe.

4. Déterminer la matrice B de f dans la base (e, e), puis reconnaitre la nature de f.

Exercice 8.

1. Montrer qu’il existe un unique polynéme @ dans R,,[X] vérifiant :
1
VP eR,[X], P(0) = f Q) P(t)dt
0

2. Montrer que @ est de degré n.



3.

Montrer qu’il n’existe pas un polyndéme @ dans R[X] vérifiant :

VP eR[X], P(0) = fo Lo Pyt

Exercice 9.

On définit les polyndémes de Legendre par :

ou la puissance (n) désigne la dérivée n'*™¢. Posons

(PIQ) = [} Pr)Q)da

pour P et Q dans R[X] et pour tout k de N : P, = (X2 -1)*.

1. Montrer que (.,.) est un produit scalaire sur R, [X].

2. Calculer Ly, Ly et Ly et montrer que L,, est de degré n. Que vaut P,g%) ?
3.
4

. Soient m et n dans N. Montrer par récurrence sur k que :

Montrer que si p < q alors 1 et —1 sont racines de Pq(p ).

1 1
vk e {0,...,n}, fl P plm) (—1)’€f1 pin=h) pme+k)

En déduire que si m # n alors (L,,/Ly) = 0.

Exercice 10.

I. L’inégalité de Bessel. Soient (ey), ., une famille orthonormale d’un espace pré-hilbertien réel.

1eN

1. Notons p, la projection orthogonale sur F}, = vect(e1,...,ey,). Exprimer |p,(z)|? & 'aide de z, des e; et
du produit scalaire.

2. En déduire que la série Y(z,e,)? est convergente pour tout x de E et

+ 00

>z, en)? < [af®

n=0

C’est I'inégalité de Bessel.

II. Lemme de Lebesgues. Soient f une application continue de [a,b] dans R. Le but de cette partie est de
démontrer le lemme de Lebesgues qui affirme que :

b
lim f(@)cos(nt) = 0 (*)
n—+oo a

1. Soit p est ¢ des entiers tels que 2pm < a < b < 2¢w. Sur Pespace vectoriel E = C([2pm,2q7],R), on choisit

le produit scalaire :
2qm

VLoe B (f9) = 5 [ fhgyin
(q=p)m J2pr
De plus notons ¢, I’élément de E définie par ¢, (z) = cos(nz). Montrer que la famille (¢, )nen est une
famille orthogonale de E. Que vaut ||c, | ?
2. On prolonge f par 0 pour en faire un élément de E. Montrer, a ’aide de I'inégalité de Bessel, que
Péquation () est vérifiée. On pourra remarquer que le résultat reste vrai si f est continue par morceaux.
On aura alors un semi-produit scalaire, mais la démonstration restera la méme.



Niveau 3

Exercice 11.

Soit (H,(,)) un espace de Hilbert réel c’est-a-dire un pré-hilbertien réel dans lequel les suites de Cauchy sont
convergentes. On pourra utiliser sans démonstration le théoréme de projection sur un fermé convexe C' affirmant qu’il
existe un unique vecteur po(z) vérifiant : d(x,C) = | - pc(z)]|. Il est Punique solution de ’équation en yq :

VyeC, (x-yo/y—yo) <0

Partie I. Supplémentaire orthogonal d’un fermé. Soit F' un sev fermé de H. Pour tout x de H, notons p(z) la
projection de x sur le convexe fermé F'.

1. Montrer que :
VexeH VyeF, VAeR, Nz -p(z),y) <0
2. En déduire que : x —p,(z) L F.

1
3. Montrer que H = F® F* et que p(z) coincide avec la projection orthogonale de x sur F.

Partie II. Théoréme de Riesz. Soit f une forme linéaire continue non nulle de H.

1. On rappelle qu'un hyperplan en dimension infinie est un sous-espace vectoriel ayant une droite vectorielle comme
supplémentaire. Montrer que Ker(f) est un hyperplan.

2. Montrer que Ker(f) est fermé.
3. Montrer qu’il existe @ non nul dans H vérifiant a L Ker(f) et f(a) = |a|?
4. Montrer que : Vz € E, f(x) = (a/x)

Exercice 12.

Nous travaillerons dans cet exercice dans un espace de Hilbert (F, (, )) au lieu d’un préhilbertien réel, uniquement
pour que le théoreme de représentation de Riesz s’applique également aux formes linéaires continues. On pourra bien
stir utiliser ce résultat sans démonstration.

Notons |..| la norme euclidienne et E’ 'ensemble des formes linéaires continues sur E. On définit la convergence
faible comme le type de convergence minimum pour garder la continuité des formes linaires continues et la convergence
forte comme la convergence (classique) en norme. En d’autres termes, pour une suite (z,,) de E :

— «— VieFE, l(z,) — ()

n—too n—+oo

Tn

Forte [l--1
T, ——> T = I,

n—+oo n—+oo

Partie I. Résultats généraux.

1. Rappeler et montrer le théoreme de représentation de Riesz dans un eve. On admet que ce théoreme reste vrai
pour les formes linéaires continues dans un espace de Hilbert.

2. En déduire que (z,,) converge faiblement vers x si et seulement si :

Vae E, lim (x,,a) = (z,a)

n—+oo

3. Montrer que la convergence forte implique la convergence faible.

Partie II. Le cas de la dimension finie. On suppose dans cette partie E de dimension finie.
1. Soit (ey,...,e,) une BON de E et x dans E. Donner et montrer une relation entre les (z/e;) et ||x]|.

2. En déduire que les deux modes de convergence sont identiques.

10



Partie ITI. Un contre-exemple en dimension infinie.

1. Montrer existence d’'une FON (eq,e2,...) infinie de E.
+ 00
2. Montrer que la série Y (z,e;)” est convergente pour tout = de E.
i=0
3. Montrer que (e, ) est une suite qui converge faiblement mais pas fortement. En déduire que ces deux modes de
convergence coincident uniquement en dimension finie.
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