Chap. 3 Séries numériques PSI

Exercices de référence

Exercice R1.

Déterminer la nature des séries suivantes :

In(n)" 1 1 "

Z nin(n) Z ncos(%) Z nCh(%) z n? + (—1)”

Exercice R2.

Posons : i

1
H, = Z — U, = H, -1n(n) Vi=H,-In(n+1)
k=11
Version A.
1. Montrer que : H,, ~ In(n).
+oo
1

2. Montrer que pour tout n de N*: U, 1 -U, ~ —=
+oo In2

3. En déduire que (U,,) est convergente. Sa limite est notée v, c’est la constante d’Euler.

Version B.
1. En utilisant le théoréme des accroissements finis, déterminer la monotonie de (U,,) et (V,,).
. En déduire que (U,,) et (V,,) convergent vers la méme limite. Leur limite est notée -, c’est la constante d’Euler.

2
1
3. Montrer que |U, -v] < =.
n
4

. Ecrire un programme Python permettant de calculer v avec la précision souhaitée.

Exercice R3.

On rappelle quelques informations sur l'intégrale de Wallis :
3 T (2n)! T
Iy, = [ cos™(z)dr = =.——2_ &
= Jo (@) 27220 (nl)2 2n
De plus, posons :
n'
Up =In| ——— et Vp = Up — Up+l

n"e"\/n
1 1
1. Montrer que v, = (n+ 5)111(1 + 7) -1

n
1

2. En déduire que v,, ~ —.

e O 1on2

3. Montrer que (u,) est convergente.

4. Posons pour tout n de N, w,, = e“". Montrer que

\/§w2n

2
wy,

n! ~ 27m(2)
e

+o0

2
= \/57]277,
™

5. En déduire la formule de Stirling :



Chap. 3 Séries numériques

Exercices du cours

PSI

Niveau 1
Exercice C1.
1. Montrer que pour tout k£ de N*, on a :
1 1 1 1 1
kE k+1 2 k-1 k

1
2. En déduire que la série Z 72 est convergente et déterminer un équivalent du reste.

Exercice C2.

Etudier la nature des séries suivantes. Dans le cas ou la série est convergente, déterminer sa limite :

1) > " cos(nb) 2)

1

1
D X DG i Zln(l_ﬁ)

Exercice C3.

1

2

Déterminer la nature des séries de terme général :

l in? 1
a) n(n) b) i z(n) ¢) sin (f)
n n n
! 1)y
d) = e) - f) ln(1+( )
nn on n?
Exercice C4.
Montrer que le produit de deux séries exponentielles . % et ) % est la série exponentielle Y W;Lil?)n.



Exercice C5.

n

1
1. Montrer que : Y  — ~ In(n)
+o00

=ik
2. Soit v damns ]0; 1[, montrer que : ii v
' o TGk % @-apne
01 1

3. Soit @ dans |1;+oo[, montrer que : e T e —
J1;+oo], q kz;l ol P § e

Niveau 2

Exercice C6.

1
Montrer que la série Z m est divergente, puis déterminer un équivalent de la somme partielle en +oo.
kx2

Exercice C7.

Soient p dans N* et :
1

e it D(n+2)...(ntp)

1. Montrer que Y u,, est convergente.
2. Déterminer « et 5 tels que pour tout n de N :

« N B
nn+1)(n+2)...(n+p-1) (m+1)(n+2)...(n+p)

Up =

+o00

3. En déduire la somme Z Up,
n=1

Exercice C8.

. .. -1)"
Considérons la série %

1. Montrer que la série converge.

1
2. Montrer que pour tout k dans {1,...,n},ona: ——— >

Vivn -k

3. En déduire que le produit de Cauchy de la série avec elle-méme est divergent.

SRS

Exercice C9.

c 12 L. "
Considérons la série Y (G

NG
1. Montrer que la série converge.
1 1
2. Montrer que pour tout k dans {1,...,n},ona: ———— > —
Vivn-k n

3. En déduire que le produit de Cauchy de la série avec elle-méme est divergent.



Exercice C10.

Pour tout n de N*, on note :
n
Sp o= Y (-1)*In(1+1%)
k=1

1. Montrer que (S, ) est convergente, puis que pour tout n de N* :

Son = 1(<2n1><2n>')

24np |4

2. En déduire que (S,,) converge vers In (%)
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Exercices

" L’herbe est toujours plus verte chez les autres...
jusqu’a ce qu’on découvre que c’est du gazon artificiel."

J. Salmé

Niveau 1

Exercice 1.

Déterminer la nature des séries de terme général :

n? 2
a) ner-n b) (l—l) c) sin(n +17T)

o LrCDnaE Vnrl-n f ( n )”

1+n n

n [ 1\" 1 1+%
n h) e—(1+7) i) (f)
nn n n

9)

Exercice 2.

1. Montrer que pour toute suite (u,) de [0, 1], les séries Y u,, et > 1In (1 - u,) sont de méme nature.

2. Déterminer la nature de série de terme général :
3 n
n’ -1
Uy = 1-[——
" (n3 +1 )
3. Multiplicateur d’Abel : soit (u,) une suite positive et Uy, = ug + ... + u,. Montrer que les séries suivantes sont de

méme nature :
Z U u/n,
n
Un

Exercice 3.

Soit o dans ]O; z

5 ] Etudier la nature des séries suivantes. Dans le cas ou la série est convergente, déterminer sa limite :

Zln(1+ k2 3)) Zln(l——) 3) Zln(cos(%))



Exercice 4.

Convergence et valeur de :

> ln(1+ (_Tll)n)

_— 1y
Indication : On pourra calculer us, + Uon11 avec u, =In (1 + %)

Niveau 2
Exercice 5.
Soit (uy) une suite décroissante de R™.
1. Montrer que pour tout n de N :
2n+1_1
2n’lL2n+l < Z U < 27L’U,Qn
k=2n

2. En déduire que les séries Y. u, et Y 2"ugn sont de méme nature [régle de la loupe].

3. Soit « et § dans R. En déduire que la série Z est convergente si et seulement si a > 1 ou [ =1 et

B8>1].

ne1n”(n)

Exercice 6.

Déterminer la nature des séries :

" "
Z v+ (=1)"1n(n) z n+(-1)"/n

Exercice 7.

En utilisant le théoreme de Cesaro, déterminer la nature de la série :

1
2 1+2+Y3+...+Un

Exercice 8.

Pour tout n de N, on pose :

1 2n 1 ,.2n+1
un:/ Ldm vn:[ z dx
o 1+z2 0o 1+a2
1. Calculer u, + u,,1. En déduire que :
S (_1)k ™ n
= —+(-1)"uy,
,§)2k+1 g (DM
2. En déduire que :
+o0 (_l)k ~ T
02k +1 4



3. En utilisant une méthode similaire sur v,,, montrer que :

+00 (_1)k—1 .
Iéik In(2)

Exercice 9.

Soit a dans R} et 8 dans R tel que 8 ne soit pas un multiple de 2. Le but de I’exercice est montrer que les séries :

sin(fn) cos(n)
R R
sont semi-convergentes. Pour tout n de N, posons

Sy = ) sin(pk)
k=0

Partie I. Convergence des séries.
1. Montrer que (Sy,) est borné.
2. Montrer que :
N o N-1 1 1
ZM - Sl_50+ S 8= - ——
n=1 n Ne n=1 n (n + 1)a

3. En déduire que : ), Sméifn) est convergente.

4. Montrer que : ¥ % est convergente.

Partie II. Pas de convergence absolue.
1. Vérifier que pour tout = de R, on a : |sin(z)| > %(1 - cos(2x)).

2. En déduire que les séries sont semi-convergentes.

Exercice 10.

Le but de I'exercice est de montrer que la série S définie pour tout n de N* par :

ol sin(\/E)
AT

est divergente. Pour cela, pour tout n de N, notons :

T, = {keN / 27m+% < ﬂs2m+?§}

sin\/E> 22
Vk — 8mn+3w

1. Montrer que pour k dans T;,, on a :
2. Montrer que :
3m\2 \2
card(T,) > 27m+z - 27m+Z -1

3. En déduire que :

sin (\/E)

_— 0
k;n Vo noee
s . : sin(VE)
4. Supposons que la série (S),) soit convergente et notons (R,) son reste. Exprimer Z N I’aide d’éléments

keT),
de (R,). Conclure.



Exercice 11.

Soit (uy) une suite de R} tel que :

Partie I. Le théoréme.
1. Posons v, = In (n%u, ). Montrer que v,11 — v, = O (#)

2. En déduire que (v,,) est convergente et qu’il existe K dans R tel que : u,, ~ n—fi

3. Pour quelles valeurs de a, la série ¥, u,, est-elle convergente ?

Partie II. Une application Pour a et b dans R}, on note :

- ((a+1)(a+2)...(a+n)))\
"N+ D) (b+2)...(b+n)

Montrer que Y u, est convergente si et seulement si A(b—a) > 1.

Niveau 3

Exercice 12.

Soit p dans N. Le but de I’exercice est de montrer que la série S :

> sin(nlepr)

est convergente si et seulement si p est impair.
Soit n dans N. Posons :

1 1 1 1 1
ap, = n! ottt — b, =nle-a,
o 1! 2 3! n!

1. Considérons les suites (u,) et (v,) définies pour tout n de N par :
21 1 21
tn n! Zzz k! Un (n +1).n! Z:: k!

Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes.

2. En déduire que :

Déterminer un équivalent de b,,.
Montrer que (b,) est décroissante.

Montrer que a,, est un entier puis donner sa parité en fonction de n.

A

Montrer que :
sin(nlepm) = (=1)*"P sin(b,p)

7. En déduire la convergence de la série S



