Chap. 2 Rappels et compléments d’algebre linéaire

Exercices de référence

PSI

Exercice R1.

Soient Ag, ..., A, dans C. Posons
I X A ... 2 1+ 1+X3 L+ A7
I A A2 o 2 1+A\ 1+X3 1+ A7
V(>\Oa-~~7>\n) d:f 1 AQ )\% S VP()\(),,)\TL) d:f 2 1+A2 1+/\% 1+A§L
T A A2 oA 2 1+), 1+X2 1+ A7
1. Montrer que :
V(AL ) = [T Oy=N)
0<i<j<n
En déduire que V(A1,...,A,) # 0 si et seulement si les Aq,..., A\, sont distincts.
2. Montrer que :
VP(A1, .., ) = 2.V(A, ... )
Exercice R2.
On définit la suite des polynémes de Tchebychev (T,) par To =1, T3 = X et :
VneN T,.1 = 2XT,, -T,1
1. Montrer que :
vnN, V0 € R, cos(n) =T, (cosb) (*)

Montrer que T, est le seul polynéme vérifiant la relation (*).
Calculer T5 avec la relation de récurrence, puis avec la relation (x).
Montrer que pour tout n de N, le polynéme T,, est de degré n,

Montrer que pour tout n de N, le polynéme T,, scindé et a racines simples.

S U LN

T,.

Exercice R3.

Montrer que pour tout n de N*, le coefficient dominant de T}, est 2"~! si n > 1. En déduire la forme factorisée de

Soient n dans N et ag,...,a, dans K distincts.

1. Pour tout ¢ dans {0,...,n}, il existe un unique polynéme L; de K, [X] vérifiant L;(a;) = d;; pour tout j de

{0,...,n}. Ce polyndme vaut :

n X—aj
L= 11
=0 ai—aj
+1

.

[

2. La famille (Lo,..., L,) forme une base de K,[X].
3. Les coordonnées d'un polynéme P de K,,[ X ] dans cette base sont :
(P(ap),P(a1),...,P(ay))

En d’autres termes, on a :
P = P(CI,())LO + P(al)Ll + ...+ P(an)Ln

4. En particulier,ona : Lo+ L1 +...+L, =1



Chap. 2 Rappels et compléments d’algebre linéaire PSI

Exercices du cours

Niveau 1

Exercice C1.

Une famille de polyndmes est dite échelonnée en degré (resp. en valuation) si et seulement les degrés (resp. les valuations)
des polynomes sont différents.
1. Montrer que toute famille échelonnée en degré de polynomes non nuls est libre.

2. Montrer que toute famille échelonnée en valuation de polynémes non nuls est libre.

Exercice C2.

Soient ayg, ..., a, des réels distincts. Montrer que Papplication ¢ définie de R,,[X ] dans R par :
¢(P) = ) |P(ay)l
k=0

est une norme.

Exercice C3.

Décomposer X + 1, en produit de polyndmes irréductibles sur R[X].

Exercice C4.

Soit :
0 1 0
A=|-2 3
-1 1 1
1. Calculer A2 -3A4
2. En déduire A™! et A™ pour tout n de N.
Exercice C5.
Calculer le déterminant :
X 1 0 ... 0
1 2X 1 - :
A (X) = 0o - : 0
: 2X 1
0 0 1 2X



Exercice C6.

Calculer " cos(kz) pour = dans R.
k=0

Exercice CT7.

Déterminer Vect(Gl,,(K)). On pourra considérer les matrices I,, + E;;.

Exercice C8.

Soit 8 = (eq,...,e5) une base d'un K-ev E et f un endomorphisme de E tel que :

1 2 0 0 0
04 0 0 O
[fl, =10 0 5 0 0
00 0 30
00 0 3 2
Donner 18 sev stables par f.
Exercice C9.
Montrer que les familles de fonctions suivantes sont libres :
L. (e™?',... e*") avec ay,...,o, distincts dans C.
2. (cosaqt,...,cosayt) avec aq,. . .,a, distincts dans R*.
3. (sinast,...,sinay,t) avec ay,. . .,q, distincts dans RY.

Exercice C10.

Le but de I'exercice est de redémontrer I'existence des polynémes de Lagrange avec le déterminant de Vandermonde.
Soient ay, ..., a, distincts dans R et notons ¢ I’application de R,,[X ] dans R™*! définie par :

VP eR,[X], ¢(P)=(P(ag),...P(ay))

1. Montrer que ¢ est un isomorphisme.

2. En déduire qu’il existe une famille de polynémes (Ly, ..., L,) qui forme une base de R,,[X] et qui vérifie :

Vi,j € {0, .. .,n}, Li(aj) = 5ij

Exercice C11.

1. Montrer que :

2. Montrer que :
F(R,R) = P(R,R) & Z(R,R)

avec P(R,R) et Z(R,R) les R-ev des fonctions paires et impaires de R dans R.

Exercice C12.




1. Montrer que les matrices A et B ne sont pas semblables dans les 3 cas suivants :

Casl Cas2 Cas3

1 1 000 30

A 14 0 2 0 0 1
0 0 -1

2 1 000 2 0

B 1 2 00 0 2
0 0 1

2. Montrer que :

Exercice C13.

Soit p une projection d’un espace vectoriel de dimension finie. Montrer que : tr(p) = rg(p).

Exercice C14.

Soit E = F(R,R). Notons par ¢ 'application de E dans E définie par :
er Ea VZL'E]R, ¢(f)(x) = f(_l)

Montrer que ¢ est une symétrie dont vous donnerez les éléments caractéristiques. Quelle est la projection associée ?

Exercice C15.

Déterminer Vect(Gl,(K)). On pourra considérer la famille (I, + Ejj),; .

Exercice C16.

Posons H = {P eR,[X]/P(1)=0 }
1. Montrer que H est un hyperplan.
2. Déterminer une équation de H dans la base canonique.
3. Déterminer toutes les formes linéaires ayant H pour noyau.

Niveau 2
Exercice C17.
Déterminer la décomposition LU de la matrice :
1 1 1
A = 1 2 1
2 3 3



Exercice C18.

En fonction des réels a, b, ¢ et d, donner la valeur de :

1 1 1 1
A - a b ¢ d
a? b2 2 d?
at bt ot odt
Exercice C19.
Soit a, b et ¢ dans R. Posons :
a b ... b b b
Aad) = [V : As(a,b,c) = @ ;
b b a c c a

1. Calculer Aq(a,b) & I'aide d’OE.

2. Notons Agpe la matrice associée au déterminant Ay (a,b,c) et posons f(x) = det(Agpe + xJ) avec J la matrice ne
contenant que des 1. Montrer que f est affine.

3. En déduire la valeur de Ay(a,b,c) pour b+ c.

4. En admettant que Ay soit continue par rapport a ¢, retrouver la valeur de Ay a l'aide de celle de As.

Exercice C20.

1. Vérifier que : VA e M, (C),VB e M, (C), tr(AB) =tr(BA)

2. Déterminer toutes les applications linéaires de M, (K) dans K vérifiant f(AB) = f(BA) pour tous A, B de
M, (K).

Exercice C21.

Soient a, b, ¢ et d des réels. Posons :

2 2 2 2 z+1 x+1 x+1 x+1
l+a 1+b 1+c¢ 1+d r+a x+b zxz+c¢ z+d
A = f(z) =
1+a? 1402 1+ 1+d? x+a® +b% z+ x+d?
1+a® 148 1+3 1+d3 z+a® z+0® z+E x+d®

1. Montrer que 'application f est affine.
2. En déduire A.

Exercice C22.

Soit A une matrice de M,,(R) de rang 1.
1. Montrer qu’il existe une matrice colonne non nulle C' et une matrice ligne non nulle L vérifiant A= CL.
2. Montrer que pour tout n de N*, A" = tr""1(A).A.



3. Montrer que A est semblable & une matice du type :

* |0 0 * *
et du type O 0
* [0 0 0 0

Exercice C23.

Soit A dans M,,(K) semblable & une matrice diagonale D dont les coefficients diagonaux sont tous différents. On
définit de plus le commutant d’une matrice M par :

Cu = {NEMH(K)/MNzNM}
On note également pour tout matrice carrée M a coefficients dans K :
K[M] = {P(M)/PeK[X]]

1. Montrer que Cj; est une K-espace vectoriel.
2. Montrer que toute matrice diagonale de M,,(K) est un polyndéme en D.

3. En déduire que :
Cp = Dn(K) = K[D]

4. En déduire que : Cy = K[A].

Exercice C24.

Calculer T,,(ch(z)) pour tout = de R et pour tout n de N.

Exercice C25.

1
3 1
Déterminer : [ ’ - dzx
o x*-1

Exercice C26.

Soient A, B, C' et D dans M,,(R).

1. Vérifier qu’en regle générale :

det( a0 ) + det(AD - BC) # det(A)det(D) - det(B)det(C)

2. Montrer que si D est inversible et si C' et D commutent alors :

A B
det( c D) = det(AD - BC)

. . D 0
On pourra utiliser la matrice : ( ¢ D )

Niveau 3




Exercice C27.

Soient E, F' et G des K-espaces vectoriels.
1. Soient f dans L(E, F) et g dans L(E,G). Montrer que :

Ker(f)c Ker(g) < 3heL(F,G),g=hof
2. Soient f dans L(F,E) et g dans L(G, E). Montrer que :
Im(g) cIm(f) <= 3heLl(G,F),g=foh

3. Que retrouve-t-on dans le cas ou g =1d?

Exercice C28.

Soit u un endomorphisme de E.

1. Montrer que :
e 1 est une homothétie.

o (z,u(x)) est lié pour tout x de F

o VrxeFE, I\, €K, u(z) =\,

| e w laisse stable toutes les droites vectorielles de E

2. Montrer que les endomorphismes qui commutent avec tous les autres sont exactement les homothéties

Exercice C29.

’

1. Décomposer 5; en éléments simples pour tout polynéme scindé sur R.

2. En déduire que si P est scindé sur R alors PP"” — P2 > (.

Exercice C30.

Soit E un K-ev, f € L(E). On note K,, = Ker(f™) et I, = Im(f™).
1. Montrer que la suite (K, ) est croissante (pour U'inclusion), et que (I,,) est décroissante.

2. Supposons désormais que la dimension de E est fini. Montrer que ces suites stationnent exactement au méme

indice ng appelé l'indice de Fitting. On a :

{0} ¢ Ko ¢ Ki ¢ ¢ Ky, Ko+
FE 2 IO 2 Il 2 ... 2 Ino = In0+1

3. Montrer que : E = Ker(f™) @ Im(f"°).

4. Montrer que Ky, et I, sont stables par f, puis montrer que fr, —est nilpotent et f;, —est un automorphisme.

5. En déduire qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u a la forme :
Al O
0N

ou A est une matrice inversible et N une matrice nilpotente.
6. Quels sont les indices de Fitting dans le cas d’un automorphisme ? d’une symétrie ? d’une projection ?

Exercice C31.

Soit E un K-ev de dimension n et f, g € L(E). Montrer que :

IA
IA

min(rg(f),rg(g))
rg(f) +rg(g)

rg(f o g)
rg(f+9g)

rg(f)+rg(g) -n
|rg(f)—rg(g)|

IA
IA
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Exercices

" Tout est difficile avant de devenir facile."

T. Fuller

Niveau 1

Exercice 1.

Soit f et g des endomorphismes de E tels que fog=1d,.
1. Montrer que si E est de DF alors f et g sont bijectives.
2. Montrer qu’en DI, on peut avoir f ou g non bijectives.

Exercice 2.

Le but de 'exercice est de chercher 'ensemble des matrices de M, (R) qui commutent avec toutes les autres. Cet
ensemble est appelé le centre de M, (R).

Considérons une matrice A dont les coefficients sont notés par les réels (a;;). De plus pour tout ¢ et j de {1,...,n},
on note par £;; la matrice élémentaire contenant des 0 partout sauf a la ligne ¢ et la colonne j ou elle contient un 1.

1. Montrer que Eq;AE;1 = a;;E11 pour tout 4,5 de {1,...,n}.
2. En déduire que A est dans le centre de M, (R) si et seulement s’il existe A dans R tel que A = \.T,,

Exercice 3.

Soit F un espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de E.
1. Montrer que : Vn e N, Im(f"*!) c Im(f™)
2. Montrer que : Vn e N, Im(f") = Im(f""') = Im(f"*') = Im(f"*?)
3. Montrer que si dim(E) =3 alors rg(f?) = rg(f?*).

Exercice 4.

u+v+w=1

Trouver u, v et w les nombres complexes de modules 1 tels que { v =1

Niveau 2




Exercice 5.

On note A Papplication de R[X] dans R[X] par : A(P)(X) =P(X +1) - P(X).

1. Montrer que A est une application linéaire.

2. Montrer qu'une fonction polynéme sur R périodique est constante. En déduire le noyau de A.
3. Déterminer le degré de A(P) en fonction de celui de P
4

. On note A, la restriction de A & R,,,1[X] & la source et R,,[ X] au but. Montrer que A,, est surjective pour tout
n de N.

5. Montrer que A est surjective.

Exercice 6.

Soit F un k-espace vectoriel et f un endomorphisme de FE.

1. Montrer que si f est une projection alors E = Ker(f) ® Im(f).

2. L’endomorphisme f est a présent quelconque, montrer que

Ker(f)nIm(f)={0} <= Ker(f)=Ker(f?)
E=FKer(f)+Im(f) < Im(f)=Im(f?)

3. On suppose a présent que E est de dimension finie. Montrer que :
Ker(f) = Ker(f?) < Im(f) = Im(f?)

En déduire une condition nécessaire et suffisante pour avoir E = Ker(f) @ Im(f).

Exercice 7.

Soient u et v des endomorphismes d’un R-ev E. Supposons de plus u nilpotent.

1. Montrer que u o v n’est pas forcément nilpotent.
On suppose dans le reste de ’exercice que u et v commutent. Montrer que u o v est nilpotent.
Montrer que I, — A.u est inversible pour tout A de R.

Montrer que si v est inversible alors u + v est inversible. On pourra exprimer u + v comme une composée.

g

Montrer la réciproque de la proposition précédente.

Exercice 8.

1. Soit P dans R[X]. Montrer que : P(Q) cQ = P e Q[ X].

2. Soit f dans C([a,b],R). Montrer que si f n’est pas constante alors (1, f, f2,..., f™) est libre pour tout n de N.
Ici f™ signifie fx...x f.

Exercice 9.

Soit n dans N*. On considére les déterminants n x n suivants :

2 1 1 2 1 1
2 1 s LT s LT
Dp=|. 1 E,=|: =~ -~ - 1 F,=1: -~ -~ -« 1
i ’ 1' +1 1 ... 1 n 1 1 ... 1 n 1
" 1 ... 1 1 1 0 ... 0 0 n
Ainsi le déterminant D,, ne contient que des 1 sauf sur la diagonale ou il y a 2, 3, ..., n+ 1. Le déterminant E,, est

identique a D,, sur les n — 1 premieres lignes et ne contient que des 1 sur la derniére ligne. Enfin le déterminant F;, est
aussi identique a D,, sur les n — 1 premieres lignes et contient des 0 sur la derniere sauf sur la diagonal ou il y a n.

1. Calculer Es, E3, E4, puis enfin E,, pour n quelconque.



2. Exprimer F), en fonction de D,,_1.

3. Expliquer pourquoi D,, = E, + F},. En déduire une relation de récurrence sur les D,,.

no1
4. Posons H,, = Z i Montrer que D,, = (1 + Hy)n!
k=1

Exercice 10.

Soient E,...,E, des sev d'un K espace vectoriel F.

1. Montrer que E = E; @ ... ® E, si et seulement g'il existe une famille (p1,...,p,) de projections de F vérifiant
pour tout ¢ et j de {1,...,n}:
o Id = p1+...+ Dy
e piop; = 0 sii#j.
o Im(pi) = E;.

2. Montrer que cette famille de projections est unique.

Exercice 11.

Notons (U,,) la suite de polynémes définies par la relation de récurrence :
Uns1 = 2XU, - Uy

avec Uy =0 et Uy =1 (C’est la méme relation de récurrence que pour les polynomes de Tchebychev).

1. Montrer que les propositions :

P VYneN, 3V, eR[X], Va eR, sin(nx) =V, (sin(z))
P, : VneN, 3V, eR[X], Vx R, sin(nx) = V,(cos(zx))

sont fausses.

2. Montrer que pour tout n de N et tout  de R, on a :
sin(nz) = sin(z)U, (cos(x))

3. Que peut-on dire du degré et du coefficient dominant de U, ?

Exercice 12.

Soient M et J les matrices carrées de taille n x n a coefficients réels définie par :

r o a ... a 11 ... 1
M, - b 7'«2 : J - 1 1 1

. . a

b b 1 1 1

On note également P le polyndéme

n
P(X)=[1(r-X)
k=1
1. Montrer que, pour tout A dans R, il existe « et (3 réels tels que
det(M+MJ) = a+\p

2. En déduire a I'aide de P la valeur de det(M) dans le cas ol a et b sont distincts.

3. Calculer det(M) si a = b. On admettra ici que le déterminant est continue et donc que ’on peut inverser les
symboles lim et det.

10



Exercice 13.

Soient a, b et ¢ dans K et :

1.
2.

b 0 0

c a b -

A, =10 ¢ a =~ 0
P o b

0 ... 0 ¢ a

Déterminer une relation récurrente vérifiée par A,,.

Calculer A,, dans les cas suivants :

a) a=4,b=3,c=1 b) a=2,b=1,c=1 ¢) a=1,b=1,¢c=1

Niveau 3

Exercice 14.

Soit E une R-espace vectoriel, © un endomorphisme de E et P =ag+a;.X +...+a, X" un polynéme de R[X]. On
note P(u) 'endomorphisme :

ou u

w

NS ot

P(u)=apld+ay.u+...+a,u”

k=wouo ...ou (k fois). Enfin P est un polynéme annulateur de u si et seulement si P(u) = 0

. Montrer que ’ensemble A des polynémes annulateurs de u est un R-espace vectoriel.

Montrer que pour tout polyndéme P, I’ensemble (P) = {PQ/Q € R[X ]} est un sev de R[X]

Considérons l’ensemble B = {Deg(P) e N/ P e A~ {0}}. On admettra que B est non vide. Montrer que B admet
un minimum n

Montrer qu’il existe un polynéme unitaire Py dans A de degré ng. On l'appelle le polyné6me minimal de u.
Mountrer que (Fp) c A.
Montrer que A c (Fp).

En déduire 'unicité du polynéme minimal.

Exercice 15.

Soit n dans N* et P = (a;) un polynéme de degré n & coefficients dans R. Le polynéme P est dit réciproque de premiére
espéce (resp. de deuxiéme espéce) si et seulement si pour tout & de {0,...,n}, on a : ay = an—k (resp. ar = —an—g ). On
notera Ry (C) (resp. R, (C) ) Pensemble de ces polyndmes.

1.

Montrer que X" P (%) est un polyndéme et que :
{ PeR/(C) < X"P(
PeR,(C) < X"P(

Montrer que 'endomorphisme de R, [ X ] définie par ¢(P) = X" P (%) est une symétrie. Déterminer ses éléments
caractéristiques.
Montrer que si P est dans R;,(C) alors 1 est racine de P et Ii((i(l) est dans R, ;(C).

Montrer que si P est dans Ry (C) et que n est impair alors -1 est racine de P et I;((ﬁ) est dans R;_;(C).

11



5. Montrer que pour tout n de N, il existe un polynéme @,,, tel que :
1 1
X'+ — = Q| X+=

Xn @ ( X )

6. En déduire que si P est dans R} (C) et que n est pair alors il existe un polyndome @ de degré 7 vérifiant

P=X3Q(X++%)
7. A Daide des questions précédentes, déterminer une fagon de factoriser les polynémes réciproques de degré 5. Tester
votre méthode en factorisant le polynome :

122° — 232% — 13522 + 13522 + 232 - 12
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