Chap. 1 Intégrales généralisées PSI

Exercices de référence

Exercice R1 - Intégrales de Dirichlet.

Soit o« dans R. Notons :

+00 g1
D, - f Sm(t)dt
1

t(l/,
1. Soit § dans R*. Montrer que pour tout a de R, I'intégrale D, est de méme nature que :

+00 o}
Sup - /1 blnt(ft)dt

On pourra remarquer (aucune preuve demandée) et utiliser qu’on a, dans chaque question, un résultat similaire
en remplagant sin par cos.

2. Si a > 1, montrer que D, est absolument convergente.

3. Si «€]0,1], montrer que :
— D, est convergente.
— D, n’est pas absolument convergente. On pourra utiliser que : Vz € R, |sin(z)| > sin?(z).

4. Si a <0, montrer que D, est divergente. On pourra montrer que la suite (a,) ne tend pas vers 0 avec :

TN+ Sin t
a, = / 7( )dt
T

n te

Exercice R2.

Pour f et g dans E =C([-1,1],R), posons

(o) = [ 20

1. Montrer que I'intégrale définissant (../..) converge.
2. Montrer que (./.) est un produit scalaire sur F.

3. Pourquoi (../..) n’est pas un produit scalaire sur F([-1,1],R).
Exercice R3 - Calcul de I’intégrale de Gauss.

+0o0 2
1= f et

2. Montrer que pour tout réel x > -1, on a In(1 + x) < z. En déduire que pour tous n de N* et ¢ de [0, /n] :

2\" 2\
(l—t) <et < (1+t)
n n

3. Posons W, = /5 cos™(z)dz. Montrer que pour tout n de N~ {0,1},
0

L’intégrale de Gauss est définie par :

—_

. Montrer la convergence de I.

N
f etdt < VnWap_o
0

. On rappelle que W,, ~/5-. En déduire que I = VT

\/HWQTL+1

IN

W~



Chap. 1 Intégrales généralisées

Exercices du cours

PSI

Niveau 1

Exercice C1.

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

1 +o0
I = f In(z)dx Ir = [ e “dx
0 0

1 T qj
I, = f zIn(z)dx I5 = / Mdm
0 0

xT

d 1 N |
I :/ —dt I :[ dt
" Jo 1 —sin(t) *~Jo Vit

1 ] F +oo | a3
Ilo=f0 n(t) dt 111=f1 Mdl‘

(1+1¢)2 x®
+00 1 +oo g1
113 = f sin(f)dx 115 = f Me_zdx
1 T 0 x

Exercice C2.

1 1

0 V1-22

1

Déterminer la nature de la série : Z
nln(n)

Exercice C3.

n 1
Montrer que : Z:l T v In(n)

Exercice C4.

1. Montrer que f est intégrable sur ]a, b] si et seulement si x — f(z + a) est intégrable sur ]0;b - a]



2. Soit a et b dans R tels que b > a. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur a pour que la fonction :

1

(@-a)

fa(x) =

soit intégrable sur [a, b].

Niveau 2

Exercice C5.

Montrer que les intégrales suivantes sont convergentes :

+oo +oo
[ sin(z?)dx [ cos(x?)dx
0 0

Exercice C6.

oo 5in?(t)
t2

+00 t
dt est convergente et qu’elle vaut f # dt.
0

Montrer que l'intégrale [
0

Niveau 3

Exercice CT7.

Soient

I= /Ogln(sin(t))dt J= fogln(cos(t))dt K= foﬂln(sin(t))dt

1
1. Montrer que L = f In(t)dt est convergente. En déduire la convergence de I.
0

Gréace a un changement de variable, montrer que J est convergente. Quel rapport existe-t-il entre I et J 7

En calculant I + J, montrer que K est convergente et que K = 21.

= W N

En déduire la valeur de I.



Chap. 1 Intégrales généralisées PSI

Exercices

" Il vaut mieux mobiliser son intelligence sur des conneries
que mobiliser sa connerie sur des choses intelligentes."

Les shadocks.

Niveau 1

Exercice 1.

Soient a dans R. Déterminer la nature des intégrales suivantes

oo 1 1 +o0o 1
I :f tsin(t)e™ I :/ @ I. :[ dt
A (t) 2= ) Vi-1) 3=, s

1+ _qj +o00 1

I~ [ t im(t)dt I - f arcttan(t)dt Iy = [ 1 lﬁdx
+oo t +oo ¢ +sin(t) +oo ¢1n(t)

I :/ ——dt 1, :f —dt 1 :[ —dt

" Jo (1+¢2)? *~ Jo 3 + sin(t) " Jo (1+1¢2)2

I flt' (1)dt I f+°°(1 (1))dt I fm L

= mil — = — — =
0= Jy Y " S\t 27 )y tn(t)

+00 1 +oo (] 1 +00 2
na= [Tem@en()ar na= [7(Fom(e ) emoar no= [T,
0 t 1 t t 0 2

Exercice 2.

Montrer que les intégrales suivantes convergent, puis les calculer :

+oo tln(t)

1 1 +00 +oo 1
I, = f dt Iy = f t3e tdt I3 = f — I, = f = gt
1 0 V1-t ’ o ’ NG ! o (1+¢2)?

Exercice 3.

Soient a et b dans R. Déterminer la nature de
+o00o 1 d
———dx
f2 z%In®(z)

4



Exercice 4.

+oo  gin(x)

T+ sin(@) "

Etudier la convergence de l'intégrale :

Niveau 2

Exercice 5.

Pour n dans N, on définit :
1
I, - f " (¢)dt
0

1. Montrer par récurrence que les intégrales I,, sont convergentes. En déduire une relation de récurrence sur les I,,.
2. En déduire la valeur de I,,.

Exercice 6.

Soit f une fonction continue par morceaux et intégrable sur R*
1. Montrer que si f converge en +oo alors f converge vers 0.
2. Montrer que f peut ne pas avoir de limite.
3. Si on suppose de plus f C! avec f intégrable sur R* alors lim f(x)=0

T—>+00

Exercice 7.

Pour a dans R}, notons :

+o In(t)
1= [
0o a?+t?
1. Montrer que I converge.

a2

|
2. A l'aide du changement de variable ¢ = <, montrer que I= T ;(a)
a

Exercice 8.

Pour tout n de N, on considere I'intégrale :
+o00 1
e [T
o (1+¢2)

Déterminer une relation de récurrence sur les I,

Montrer que I,, converge ssi n > 1.

Exprimer I,, en fonction de n.

= N

Exprimer I,, en fonction d’une intégrale de Wallis.

Niveau 3




Exercice 9.

1z-1

1. Démontrer la convergence de l'intégrale : ——dx
In(x)

-1

2. Montrer que pour tout = de ]0,1] : <In(z) <z-1

X g X 1
3. Pour X dans ]0, 1[, montrer que : f dr = f ——dx
o In(x) o In(x)

-1
(2)

dr = In(2) .

Xz g
4. En déduire un encadrement de / dx , puis que : f I
0 0o In

In(x)

Exercice 10.

Justifier ’existence puis calculer :

/+°° arctan(2z) — arctan(x) d
x
0 x



