2025-2026 Devoir surveillé 3 PSI

Séries numériques - Rappels espaces vectoriels - 4h

Exercice 1

Déterminer la nature des séries :

(—1)" 1 Vn+1—n . 1
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Exercice 2

Montrer que :
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— ~ 27
Py O

Probléme 1

On note C I’espace des fonctions continues définies sur I’intervalle [— 1,1] et a valeurs dans R,

onnote R I’espace des restrictions a [—1,1] des polynémes de R[x] etonnote R, I’espace des
restrictions a [— 1,1] des polynomes de Rk[x] . Par abus, on appellera polyndme une fonction de
R.

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel. Pour tout entier ne N | on définit la fonction

tec par: pourtout xe[-L1], Z,(x)=cos(n Arc cos x).

PARTIE I

1. Simplifier les expressions de 1, f,, 1,, I, et constater que ces fonctions ont des expressions
polynomiales, que I’on explicitera.

2. Tracer, sur un méme dessin, les graphes de Z,, 7, , et £, . Préciser les racines et les extremums
de chaque fonction.

Pour ne N* et ke [[O,H—lﬂ , on note 9}(:2k+l

et x, =cos (6.

3. Pour me N*, déterminer les racines de la fonction [, . Montrer que les racines de f, sont
deux a deux opposées.



4. On suppose I’entier n>2. Soit pe [[l,n - 1]]

n—1
4.1 Calculer la somme Ze
k=1

iptl,

n—|

4.2 Montrer que Zt ) (x,)=0.
k=0

Pour xe[-11], le changement de variable bijectif #= Arc cosx , permet d’écrire 1, (x)= cos (n6)
avec e [0,7].

5. Pour n=>1,exprimer #, (x)+7,,(x) en fonctionde x etde f (x).

6. En déduire que pour tout ne N, la fonction [, est la restriction a Iintervalle [—1,1] d’un
polynome 7, de R[‘C] Préciser le degré de T, et le coefficient de son terme de plus haut

degré.

7. Montrer que pour tout entier n>1, le polyndme T, n’a pas de racine complexe non réelle.

PARTIE II

/(x)

1-x

1. Soit f une fonction de C. Montrer que la fonction x est intégrable sur ]» 1,1[ .

n

X

1
2. Pour ne N ,onnote [ =I dx .
=X

2.1 Calculer 7, et 1.

2.2 Pour n=2 ,donner une relation entre /, et [, _, (on pourra, entre autre méthode, utiliser

le changement de variable 6= Arc cosx).

2.3 En déduire les valeurs de 7, et [,. Quelle estla valeurde 7,,,, pour pe N ?

3. Définition d’une structure préhilbertienne réelle sur € .

II f(x)glx) ,

3.1 Montrer que I’application de CxC dans R définie par (f,g)r>< fle>=

|
-

définit un produit scalaire sur C .

3.2 Montrer que la famille de fonction [ ,» pour pe [[0, n]], est une base orthogonale de

I’espace vectoriel R .

Calculer la norme de chaque fonction 7.



3.3 Déduire de ce qui précéde que, pour tout n>1 et tout ke[[0,n—1] , on a

X (x)
——== dx=0.
L NI

4. On veut monter qu’il existe trois réels a,,a@,,a, uniques, tels que pour tout polynéme Pe R ,,

m [, p(x)2 dx=a0P(¥}+a1P(0)+azP(§].

l—x

ona

4.1 On suppose que ’¢égalité (1) est satisfaite par tout Pe R .. En prenant successivement les

polyndmes P définies par P(x)=1, P(x)=x, P(x)=x*, déterminer les réels a,,a,,a,.

4.2 Montrer que le triplet (an,al,az) trouvé convient pour les polyndmes P définies par
P(x)=x" puis P(x)=x".

En déduire que 1’égalité (1) est vérifiée pour tout polynéme Pe R ..

5. calcul d’une intégrale.

4

5.1 Montrer que la fonction x> est intégrable sur ]O,l[.

x(l-x

5.2 Calculer I'intégrale J = J: , a I’aide du changement de variable ¢=2x-1 et

N

de la formule (1).

Probleme 2

1 1
=1+5+ ------- +— etonpose g,=0.

L’objet des parties I et II est de comparer les propriétés de la série Za: aux propriétés de la série

nzl
2%

nz0



PARTIE 1

Deux exemples

I.1/ Cas d’une suite constante.
Soit ae €' ; on suppose que la suite a est définie par : pour tout ne N, a, =« .

k=0

L.1.1/Expliciter Z{:J pour ne N.

1.1.2/Expliciter a, pour ne N.

I.1.3/Lasérie ) a, (resp. Y a, ) est—elle convergente ?

nzl) nzl)

I.2/ Cas d’une suite géométrique.
Soit ze € ; on suppose que la suite a est définie par : pour tout ne N, g, =z".

1.2.1/Exprimer a, en fonction de z et n.

1.2.2/0n suppose que ‘z‘ <I.

1.2.2.1/  Justifier la convergence de la sériec »_a, et expliciter sa somme A(z)=) a
nzl) n=0
* s ®
1.2.2.2/  Justifier la convergence de la série Zau et expliciter sa somme Zaﬁ en

nz0 n=0

0ot

fonction de A4 ( z) .

1.2.3/On suppose que |z|>1.

I.2.3.1/  Quelle est la nature (convergente ou divergente) de la série Za” ?

nzl

L.2.3.2/  Quelle est la nature de Za: siz=-2"7
nzl
1.2.3.3/  Onsuppose que z=¢" , avec 0 réel tel que 0<|f|< 7

Montrer que la s¢rie Za: est convergente. Calculer la partie réelle et la
nzl

+ao
partie imaginaire de la somme Za*

n -
n=0



PARTIE I

Etude du procédé de sommation

Dans cette partie, et pour simplifier, on suppose que la suite a est a valeurs réelles, la suite @  étant

‘ ( . R l n H
toujours définie par : pour tout ne N, g, = o [k]ak '
k=0

I1.1/ Comparaison des convergences des deux suites.

IL1.1/  Soit ne N, on considére un entier & fixé, ke [0,n].

n
IL1.1.1.1/  Préciser un équivalent de (k] lorsque n tend vers +oo.

I1.1.1.2/  En déduire la limite de %(:J lorsque n tend vers +oo.

I1.1.2/ Soient a une suite réelle et ¢ un entier naturel fix¢é.

.(n
On considere pour n > g la somme Sq(n,a) = Z(k ]gi .
k=0

Quelle est 1a limite de Sq(n,a) lorsque I’entier n tend vers +oo 7

I1.1.3/  On suppose que «, tendvers 0 lorsque » tend vers +oo ;

Montrer que a, tend vers 0 lorsque n tend vers +o0.

I1.1.4/  On suppose que a, tend vers / (limite finie) lorsque n tend vers +oo. Quelle est la

limite de a, lorsque n tend vers +oo ?

I1.1.5/  La convergence de la suite (a, ) est-elle equivalente a la convergence de la suite

(a.) ?

=N

Fin



