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Correction - 4h

Exercice 1

D’apres 1’énoncé, le polynome
P = X?-3X%24+2X = X(X?-3X+2) = X(X-1)(X-2)

est un polynéme annulateur de A. Ainsi il existe un polyndme annulateur de A scindé & racines simples. La
matrice A est donc diagonalisable.

Le polynome P = X(X —1)(X —2) étant annulateur, on a :
Sp(A) € Rac(P) = {0,1,2}
De plus, A est inversible donc 0 n’est pas valeur propre. On a donc :

Sp(A) c {1,2}

Notons 1 et ps les multiplicités (éventuellement nulles) des valeurs propres 1 et 2. On a alors :

8 = 1y +2-pup = tr(A) . w =4
6 = H1+ 2 = taille de A o =2

Ainsi 1 et 2 sont les valeurs propres de A de multiplicité respective 4 et 2.

D’apres la question 1, le polynéme P = (X — 1)(X — 2) est un polynéme annulateur de A. Ainsi tout multiple
de P est encore annulateur.

Inversement, montrons que si @ est un polynéme annulateur de A, alors c¢’est un multiple de P. Effectuons la
division euclidienne de () par P, on obtient :

Q = P-Qy+aX+b

En évaluant en A, on trouve aA+ bl = 0. Si (a,b) # (0,0), alors A admet un polynéme de degré 1 annulateur,
ainsi A a une unique valeur propre. Absurde. Donc (a,b) = (0,0) et @ est un multiple de P.

Ainsi les polynomes annulateurs de A sont exactement les multiples du polynéme spectral. Le résultat reste
vrai pour toute matrice diagonalisable avec une démonstration similaire.

Pour déterminer A", on effectue la division euclidienne de X™ par P. On obtient, puisque P est de degré 2 :
X" = PQ + aX+b
avec @ dans R[X] et (a,b) dans R%. En évaluant en 1 et 2, on trouve :
1 = a+bd a = 2" -1
=
2" = 2a+0 b = 2-2"

Enfin, en évaluant en A, on trouve :

A" = (2" — DA+ (2 - 2M)]



Exercice 2

Cf TD

Exercice 3

Partie | — Généralités
Q1. Soit A € A, (C).

Puisque le produit de deux matrices de .4, (C) est bien défini, et est dans .#,(C), 4 est correctement définie
sur ., (C), a valeurs dans .#,(C).

De plus, pour tout (M, N) € .#,(C)? et pour tout (\,u) € C? :
VAAM 4+ uN) = A(AM + uN) = AAM + pAN = Apa(M) + ppa(N)

 est donc une application linéaire définie sur .4, (C) a valeurs dans .#, (C), donc un endomorphisme de ., (C).
Q2. Pour tout (4, B) € .#,(C)?, pour tout M € .#,(C) :

paopp(M) = wpalpp(M)) = pa(BM) = A(BM) = (AB)M = pap(M),

et donc w40 pp = pPap.
. —-» Si A est inversible, alors, d’apres G PACQYa-1 =paa—1 =1, =1d 4 (), et, de méme,
Q3 Si A est i ible, al d’apres Q2 . =1Id_z, (), et, de mé
pa-10pa=1Id 4, ).
Par conséquent, ¢ 4 est bijective, et sa réciproque est @ 4-1.
--» Réciproquement, supposons ¢4 : 4, (C) — 4, (C) bijective.
En particulier, la matrice I,, posséde un unique antécédent par ¢ 4 : il existe une unique matrice B € .#,(C)

telle que @ 4(B) = I,,. Cette derniére égalité se récrit AB = 1,,, ce qui justifie que A est inversible (et que
B est son inverse).

Partie Il — Etude d’un exemple

X-1 -1
Q4' XA - 0 X —a
--» sia # 1, alors A posséde exactement deux valeurs propres distinctes (& savoir a et 1), et puisque A € #5(C),
A est diagonalisable;

= (X —1)(X — a), donc deux situations se présentent :

--» si @ = 1, alors A possede 1 pour unique valeur propre, et si A était diagonalisable, alors il existerait

P € GL3(C) tel que A =P x <(1) (1)) x P71 =pPp~1 =1,

Puisque A # 15, cette conclusion est fausse, et A ne peut donc pas étre diagonalisable lorsque a = 1.
Par conséquent, A est diagonalisable si et seulement si a # 1.
Q5. On calcule les images des éléments de C par ¢ :

LOYY_ (1 1) (1 0y_ (10
#4\\0 0)) 7 \o a) N0 o) " \o o
0 1\Y_ (1 1y (o 1y_ (o1
740 0)) 7 \o )" \o o) " \o o
0 0\ _ (1 1y, (0 0y _(1 0
?al\1 o))" \0 a 10/ \a 0
0 o\y_ (1 1y (0 0y_ (o1
74\ 1)) 7 \o a) V0 1) 7 \0 «

1 01 0

o lo 1 0 1

et on en déduit que Mate(pa) = 00 a 0

0 0 0 a

Q6. Puisque la matrice précédente est triangulaire supérieure, on montre rapidement que x,, = (X — 1)?(X — a)?,

et donc Sp(pa) = {1,a}.

0 0 1 0
0 0 0 1 .

De plus, Matc(pa —1d_z,(c)) = 00 a—1 0 est de rang 2 (quelle que soit la valeur de a), donc, par
0 0 0 a-—1

la formule du rang, dim(Ker(pa —Id_z,(c))) = dim(.#2(C)) — rg(pa —Id z,)) = 2.
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1—a 0
0 1—a
0 0
0 0 0 0

Q7. --» Sia # 1, p4 possede deux valeurs propres distinctes, a savoir 1 et a, et puisque dim(F;(p4))+dim(E,(pa)) =
2+ 2 =4 =dim(.#2(C)), p4 est diagonalisable.
--» Sia =1, alors p4 posséde 1 pour unique valeur propre, et comme dim(E;(p4)) = 2 # 4 = dim(#5(C)),
@4 n'est pas diagonalisable.

[l el
o= o

De méme, Matc(pa — ald 4,c)) = est de rang 2, donc dim(Ker(pa — ald 4, c))) = 2.

Finalement, ¢4 est diagonalisable si et seulement si a # 1.

Partie 111 — Réduction de ¢4 si A est diagonalisable

Q8. On a vu en Q2. que, pour tout B € #,,(C), o009 = vaB.
En particulier, % = ¢ 42.
On en déduit rapidement, par récurrence, que, pour tout k € N*, <P]§1 = Qak.
Par ailleurs, ¢ 40 = 1, = Id 4, () = ¢ : 'égalité ci-dessus demeure donc vraie lorsque k = 0.

d
Q9. Soit P € C[X] : il existe d € N et (ap,...,aq) € C tels que P = 3 ap X*.
k=0

Pour toute M € .#,(C) :

d d d d d
[Ppa)] (M) = [Z aw’i} (M) = [Z ak‘PA’;| (M) = arpar(M) = ap A"M = (Z akak> M = opa)(M)
k=0 k=0 k=0 k=0

k=0

d’apres Q8.

On a ainsi montré que P(¢4) = ©p(a).

Q10. Une matrice (resp. un endomorphisme) est diagonalisable si et seulement si elle (resp. il) posséde un polynéme
annulateur scindé dont les racines sont toutes simples.

--+ Si A est diagonalisable, alors il existe un polynéme P scindé dont les racines sont toutes simples tel que
P(A) = 0.4,(c)-
Par conséquent, P(pa) = ©p(a) = 0.4, ¢, = Oz (., () * Pa posséde donc un polyndme annulateur dont
les racines sont toutes simples (a savoir P) : ¢4 est donc diagonalisable.

--+ Réciproquement, supposons ¢4 diagonalisable : il existe donc un polynéme P scindé dont les racines sont
toutes simples tel que P(pa) = 02 (.4, (), et donc ¢pay = 02z, ()
Par conséquent, pour toute matrice M € .#,,(C), P(A) x M = 0. Cette égalité étant valable, en particulier,
pour M =1, on en déduit que P(A) = 0_4, () : A possede donc un polynéme annulateur dont les racines
sont toutes simples (& savoir P), et donc A est diagonalisable.

Q11. D’apres Q9., xa(pa) = ©y.(4)-
Or, d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, xa(A) = 0.4, «)-
Done xa(pa) = 0.4, ¢, = 0z (. ©)):
Ainsi, x4 est un polyndéme annulateur de ¢ 4 : on en déduit que les valeurs propres de @ 4 sont parmi les racines
de x4, qui sont les valeurs propres de A. Autrement dit, Sp(pa) C Sp(A).
D’autre part, toujours par le théoréme de Cayley-Hamilton, x,,(94) = 02z, (c)), et, d’apres Q9., xp,(pa) =
QOXHDA <A> N
Par conséquent, ¢, (4) = 0z(u,(c)), et, en raisonnant comme a la fin de la question Q10., on en déduit que
Xea(A) =04, ), puis, comme dans la démarche ci-dessus, on en déduit que Sp(A) C Sp(¢a4).
Finalement, Sp(A) = Sp(pa).

Q12. Soit M € #,(C). Notons C1,...,C,, les colonnes de M, de sorte que ’on peut écrire par blocs : M = (Cy - - - Cy,).

MEE)\((;)A) < gOA(M):)\M
— AM=\M
<~ AX(Cl"'Cn):()\Cy")\Cn)
— (AxC;---AxC,) = (ACy---ACy)
— Vke[l;n],Ax Cy=ACk
< Vke][l;n],Cy € E\(A)
Q13. Notons Aq,..., A, les valeurs propres (deux & deux distinctes), de A, et rq,...,r, leurs ordres de multiplicité

respectifs.



Puisque A est diagonalisable, tr(A) = Zp: Ak et det(A) = ﬁ DY

k=1 k=1
D’apres Q10., la diagonalisabilité de A garantit celle de @4, si bien que la trace de w4 est la somme de ses
valeurs propres (comptées avec leur multiplicité) et le déterminant de @ 4 est le produit de ses valeurs propres
(comptées avec leur multiplicité).
Dans les deux phrases précédentes, la trigonalisabilité suffisait, et celle-ci est acquise, puisqu’on travaille dans
des C-espaces vectoriels.
De plus, d’aprés Q11., Sp(pa) = {A1,..., Ay} et, d’apres la remarque qui suit la question Q12., pour tout k €
[1;p], les espaces Ex, (pa) et E, (A)™ sont isomorphes, donc dim(E, (¢4)) = dim (E), (A)") = ndim(Ex, (4)).
Puisque A est diagonalisable, pour tout k € [1;p], dim(Ex,(A)) = rk, et donc dim(E\, (pa)) = nry.

P p p p "
Par conséquent, tr(pa) = > nrde =n Y redp = ntr(A) et det(pa) = [[ A" = (H )\Z’“) = det(A)™.
k=1 k=1

Exercice 4

1. (a) Soit A0, I'événement "4 l'issue de la n'®™€ opération, le jeton A n’a jamais quitté Cp” et pour tout n,
an I’événeent ”obtenir la lettre a au n**™¢ tirage”.
Si A n’a jamais quitté Cy, c’est que l'on a jamais obtenu la lettre a. Donc
A0, = (F_, @ événements indépendants donc p(A0,) = [[p_,p(ar) = (2)" car les lettres sont
équiprobables.
(b) De méme Al = (32, @k et p (A0o) = limy o0 p ((Vjzy @) = 0 car |3] < 1.
2. Si & lissue de la k%™ opération, le jeton A revient pour la premiere fois dans Cy c’est qu'il en était parti
plus t6t. Donc Dy, = (un seul a avant le k — 1™€) et a; Or le nombre de a lors des k — 1 premisers tirages
suit une loi bindémiale de parametre k — 1 et % car les tirages de lettre sont indépendants. Donc

1.2, ,1 15,2,
g)l(g)k 2§ = (k- 1)(5)2(§)k 2

w=(12)

. P ZT .
(a) Soit v un réel et ( y ) une matrice colonne.

(E)(M—a1)<;>=<0> & {(2—0‘)5’3 Y =0 @{—(Z—a)Zy +y io

p(Di) = Cp_y(

3. Soit M la matrice

0 x +(2—a)y =0 x =—(2—a)y
(—a?+4a—3)y =0
< { x =—(2-a)y

On détermine donc les racines de —a? + 4o — 3 = 0 (2° degré) a savoir @ = 1 ou 3.

— Doncsia#1et 3, (E)< (x=0et y=0)et a n’est pas valeur propre.

— Sia=1,(F)< x=—yet 1 est une valeur dont le sous espace propre associée est Vect ((1,—1)).
— Sia=3,(F) < x =y et 3 est une valeur dont le sous espace propre associée est Vect ((1,1)).

On a en dimension 2, deux sous espace propres de dimension 1 et 1. Donc (1, —1) et (1, 1) est une base
de vecteurs propres.

(b) Donc, avec P = ( _11 1 ) et D= < (1) g ) ona M = P.D.P~'et M®=P.D".P !,

On calcule P~! (P est inversible car c’est la matrice des coordonnées d’une base)

1 11 0 S LT[ 1o pi—L22 (10|12 —1/2) L1-L2/2
110 1) L2411 0211 122 01| 1/2 1/2 12/2
B 1/2 —1/2 1 -1
1 1
Done P _<1/2 1/2)_2<1 1)

g1 L LY (10N (1 1)1 1) (1 1) _ g 143 143"
2\ -1 1 0 3" 11 2 -1 1 3n 3" 2\ 143" 143"




4.(a) p(X1 =0) = p(A ne change pas de case) = p(a1) = 3 et p(X; =1) =1 — p(X; = 0) = 3. (contraire)
(b) (X, = 0,X,, = 1) est un systéme complet d’événements. Donc, d’apres la formule des probabilités

totales,

P(Xnp1=0) = p(Xnp1 =0/Xn =0).p(Xn =0) +p (X1 =0/Xn = 1) .p(Xn =
= p(ne change pas).p (X, = 0) + p(change) .p (X, = 1)

= (X =0+ S p (X =1)
et de la méme facon, p (Xn41 =1) = 2p (X, =0) + $.p (X, = 1) donc
P(Xnt1=0) ) _ ([ 3p(Xa=0)+2p(Xn=1) 3
(D) = (b Io by )= (1

donc ) = %M convient.

[NV )

)- (32

(c) On a donc Q" = (%)" M™ et comme ( ) est une suite matricielle de raison @,

p(Xn _ 1)

Finalement, p(X, =0) =3 ()" +1) et p(X,, =1) =1 (- (%)n +1)
IT Etude d’un mouvement du couple de jetons (4, B)

1. p(Wy = 0) = p(rien ne bouge) =p(c1) = é
p(W1 = 1) = p (B change de case) = p (b1)
p(W1 = 2) = p (A change de case) = p(a;) =
p(W1 =3) = p(A et B change de case) = (unpossible) =0

2. (W, =0,W,, =1, W, =2, W, = 3) est un systeme complet d’événements donc

1
3
l

pWni1=0) = p(Wpy1 =0/W,, =0).p(Wy =0) +p(Wypy1 =0/W, = 1) .p(W,

)

)

R A A N A A A e e
3 0 3) 2\ —1+3" 1+3"

:1)

)(

p (Wast = 0/ W = 2).p (W = 2) + p (Wiss = 0/ Wy = 3).p (W, = 3)

= p(rien ne change).p (W,, = 0) + p (B change) .p (W,, = 1)
+p (A change) .p (W,, = 2) + p (Les deux changent) .p (W,, = 3)

1 1 1
= g.p(Wn =0)+ 3P (Wp=1)+ g.p(Wn =2)+0.p(W, =3)

et on trouve de la mame facon,

1 1 1
p(Wp1=1) = §p(Wn =0+ cpWn=1)+0p(W, =2)+ S.p(W, =3)

3 3
1 1 1
p(Whp1=2) = g-p(Wn=0)+0-p(Wn=1)+§-p(Wn=2)+§-p<Wn=3)
1 1 1
PWr1 =3) = 0p(Wo=0)+ 3 p(Wo=1)+ 2 p(Wo =2) + L p(W, = 3)
soit sous forme matricielle :
p(Wny1 =0) %'p(Wn=0)+%-p(Wn=1)+%-p(Wn=2)+0~p(Wn=3
p(Wit1=1) _ ?p(Wn:0)+§-p(Wn:1)+O'p(Wn:2)+%p(Wn:3
p(Whi1 =2) §'p(Wn:0)+O'p(Wn:1)+%'p(Wn:2)+§-p(Wn:3
pWai1 =3) 0.p (W =0)+50(Wn=1)+ 5.0 (Wy =2) + 5.0 (W, =3
5
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1110 »(Wy, = 0) 1110
11101 p(W, =1) 11101
~ 311011 pW,=2) | O E=31 1 ¢ 1 1

011 1 p (W, = 3) 0111

et R=1(U—V) avec U et V les matrices ci-dessous.
3. (a) On touve U? = 4U d’ou par récurrence, pour tout entier n > 1, U™ = 4"~ 10U et U° = I.
On trouve V2 = I d’oti (sans récurrence), si n est pair, V" = (V2)"/2 = I et si n est impair, V" = V.
(b) On a V.U = U = U.V, donc d’apres la formule du bindme,
n n
U -v)"=> crurF(-v)F =3 (-n)F ckurhvt
k=0 k=0

(c) On pourrait (sans déduire) démontreer le résultat par récurrence.

n n—1
U-V)" = Y (-)rciurtvE =Y (-)FcRurTRvE 4 (-t erutvn

k= k=0
n—

= O

(=DF CEgn= k=10 vk 4 (—1)" V" et comme VF =V oul et UV =U et UT =U

(]

7T
=]

= > (-DFCkFU + (-t v =
0

(144" = (=))U+ ()" V"

| =

(i (=DFCkank — (=) 034(’) U+ (-1)"vne

k=0

B
Il

W]

et on touve bien (U — V)" = 1 [3" — (—=1)"]U 4 (—1)"V" (qui est aussi valable pour n =0 )
4. On a donc pour n pair, (U — V)" = 1 (3" — 1)U + I et pour n impair, (U —V)" = 1[3" +1]U — V.
Comme R" = (%)n (U—=V)", on a pour n pair :

p (W, =0) 1 3" +3
pWo=1) | (1N (L g0 0| _1(1)"| 3" ~1
p(Wp,=2) | \3 4(3 NU+I 0| 4\3 3n -1
p (W, =3) 0 3" —1
et si n est impair
p(Wn =0) 1 341
pWn=1) | _ (1\"(1 ., B 0| 1/1\"[ 3"+1
p (W, =2) 3 4(3 +OU-V 0] 4\3 3" +1
p (W, =3) 0 3" -3



