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Correction

Probléme 1

PARTIE 1.
1.) On sait que :

vVt e R, cos(2t) = 2cos?t — 1, cos(3t) = 4cos®t — 3cost.
D'ou :
Ve e [-1,1], to(x) =1, ti(zx) ==, to(x)=22%—1, t3(z)=42>—3z.

2.) Ona:

e t{p n’a aucune racine et aucun extremum.

e t; admet 0 comme racine , -1 comme minimum égal a -1 et 1 comme maximum
égal a 1.

e ty admet ———= et — comme racines, en 0 on a un minimum égal a -1 et en -1 ou

V2 V2

1 on a un maximum égal a 1.

V3 V3

e {3 admet 0, 5 3 comme racines, en 3 ou -1 on a un minimum égal a -1 et

en - ou 1 on a un maximum égal a 1.

Remarque. Ne pas oubler les extremums aux bornes du domaine [—1,1].

3.) Racines de t,,.

On a: .
tn(z) = 0 <= cos(narccosz) = 0 <= arccosz = (24)”
n
La fonction arccos est une bijection de [—1, 1] sur [0, 7|, donc :
0< M 1 1

<<= ——<k<n-— -
om g = =NTy

Comme k est un entier alors k est élément de [0,n — 1]. Les racines de ¢,, sont les réels x
avec k élément de [0,n — 1].

Pour tout k£ compris entre 0 et n — 1, on a

2n—k—1)+1

Tp—k—1 = COSH,_j._1 = COS
2n

T,



2k +1 2k +1
Typ_k—1 = COS | ™ — T | = —cos T = —xk.
2n 2n

Les racines xj sont opposées deux a deux.

4.1.) On a:

n—1 n—1 n—1 k
. .2kl . pm i T
Vn € IN*, Sp = E el Pk — E e’ T =¢'m E (e1 n ) )
k=0 k=0 k=0

ipm

Le complexe 5, est la somme d’une suite géométrique de raison e ™ , comme 'entier p
. ipm
est compris entre 1 et n — 1 alors e #1, donc :

ipm emﬂ__l
Sn:e2n _ .

e — 1
On sait que :

Yu € R, ev—1=e2 <eAT —e_?> = 2i sin (g) ez,

On en déduit que :

4.2.) Le nombre p est entier donc sinpm = 0, on en déduit que :

n—1 n—1 .
sin pr
th(xk) = Zcos(p@k) =R(Sn) = Tippﬂ = 0.
k=0 k=0 sin (57)
5.) On sait que :
b —-b
V(a,b) € R?, cosa+cosb=2cosa; cosa2 .
On a:
Vo e [—1,1], tnt1(x) 4+ tn—1(x) = cos ((n + 1) arccos x) + cos ((n — 1) arccos ac),

tni1(z) + tp_1(x) = 2cos(narccos x) cos(arccos x).

La fonction arccos est une bijection de [—1,1] sur [0, 7] donc :

Vo e [—1,1], cos(arccos x) = .



On en déduit que :

Vo e [-1,1], tnt1(x) + tho1(z) = 22 t,(2).

6.) Soit n un entier strictement positif, on montre par réccurence ’assertion suivante :

k—1
P(n) : Vk € [1,n], tx est une fonction polynomiale et t(z) = 28712k + Z ap kxr.
p=0

De la premiere question, on déduit que 'assertion P(n) est vérifiée pour n =1, n =2 et
n = 3. On remarque que pour n = 0, la fonction ¢y est constante, son coefficient dominant
est 1.

On déduit de la question précédente que :
Vo e [-1,1], tny1(x) = 22t, () — th—1(x).

Si P(n) alors t,, et t,—1 sont éléments de R donc t,41 est élément de R.

Comme :
n—1 n—2
-1 —2 n-1
to(z) =2"""2" + E apnx?, tp_1(x)=2"""2""" + E apn—12?,
p=0 p=0
alors :

n
1
tpe1(x) = 2" 4+ 5 apn+12P.
p=0

On a montré que :
Vn € N*, (P(n) — P(n+ 1)) et P(1)

Donc pour tout entier naturel n, la fonction ¢, est élément de R,, de coefficient dominant
lsin=0et 2" 'sin>1.

7.) Soit n un entier naturel non nul, on a montré a la question 4.1.) que les racines de t,
sont les x = cos @ avec k entier compris entre 0 et n — 1.

La fonction cosinus est une bijection de [0, 7] sur [—1, 1], les réels ), éléments de [0, 7] sont
deux & deux distincts donc les racines x, sont deux a deux distinctes.

Le polynome T;, est de degré n donc il a au plus n racines complexes, comme il a n racines
réelles distinctes il n’a pas de racines complexe non réelle.

PARTIE 2.



1.) Soit f un élément de C, la fonction f est alors continue de [—1, 1] dans IR, elle est donc
bornée sur [—1, 1], soit :

M e RY, Ve [-1,1], |f(z)] < M.
: f(=) : ,
La fonction z €] —1,1[— Vi est continue sur | — 1,1] et :
—x
f(@) M
Ve €] —1,1], < .
] [ ‘\/1—x2 V1—x?

On sait qu'une primitive de z € [0, 1[— ———= est arcsinz, de plus :

1— 22

. ) . T
lim = lim arcsina = 5

/a dz
a—1 0 V1 _.x2 a—>1

La fonction z €] — 1,1 est paire, intégrable sur [0,1[ donc intégrable sur

f(z)
V1 — 22

M
V1—22

] —1,1], on en déduit que la fonction z €] — 1,1} est intégrable sur | — 1, 1.

1 n
x
2.) Pour n entier naturel, on pose I,, = / —dz.
) " —1V 1-— :L‘2
On déduit de la question précédente, en particularisant f(x) = z", que ette intégrale est
absolument convergente.

2.1.) On a:
1 1
Iy = [arcsinx] =, I, = [—1/1—302] —0.
b wn+2
2.2.) Soit a et b éléments de | — 1, 1|, on integre par parties / ———— dx, on obtient :
| ~ ik oninttere parparties | =

b n+2 b b b
x x
7dx:/ L — [ [—x"“Vl—xQ] +(n+1 / "1 — 22 dx,
/a V1—2? a V1 — 22 u ( ) i

b n+2 b b n1 _ 2
P R VA (=)
) mdx—[ x 1 :L‘L—i—(n—l—l)/a Vi dz.

Donc :

T T
n+2 / — dz=|—2"T 1 — 22 —|—n—i—1/7dx.
n+2) | A [ |+ D o Vi—a?



On fait tendre a vers -1 et b vers 1, les intégrales étant convergentes alors :

(n+2) Iny2 = (n+1) L.

2.3.) On en déduit que :

1 s 3 3
L=-Ily=—=, ILi=-I=—:
2=5b =5, h=gb 3
x2p+1
La fonction & —— ——— est intégrable sur | — 1, 1| et impaire alors son intégrale est
N g ] [ P g
nulle, donc :
[2p+1 - 0

3.1.) Les applications f et g sont éléments de C donc fg est élément de C, on peut alors
définir I'application :

CxC —1R

f@)gla) |
V1 — x2

I'intégrale étant absolument convergente d’apres la question 1.)

1
(f,9) +—<flg>= /_1

Montrons que cette application définie un produit scalaire :

e Symétrie : De la commutativité du produit dans C, on déduit :
V(f,9)€C? < flg>=<glf>.
e Linéarité : De la linéarité des intégrales convergentes, on déduit :

VAER,  Y(fi,f2,9) €C® < Afi+falg>=A< filg>+ < falg>.

On en déduit que 'application < | > est une forme bilinéaire symétrique.

e Forme positive : On sait que l'intégrale entre -1 et 1 d’une fonction intégrable et
positive sur | — 1, 1] est positive donc :

Vfed, < flf>=0.

()
Vi-o

e Forme définie : La fonction z +— est intégrable et positive sur | — 1, 1],

alors :
()
—1V 1-— 1172

(@)
ia

de =0<=Vze]-1,1], =0<=Veel-1,1, f(z)=0.



L’application f est continue sur | — 1, 1[, nulle sur | — 1, 1] donc elle est nulle sur [—1, 1],
on a montré que :

VfecC, < flf>=0< f=0c.

L’application < | > est une forme bilinéaire symétrique définie et positive, elle définit un
produit scalaire sur C.

3.2.) Montrons que la famille (tp

p € [0, n]]) est une base orthogonale de R,,.

Calculons < t,|t; >, en effectuant le changment de variable v = arccosz qui est un C !
difféomorphisme de | — 1,1[ sur |0, 7[, on obtient :

1 0
<tplty >= /_1 % dz = / cos(pu) cos(qu) (—du),

<tplty >= %/OW cos <(p-|— q)u> du + % /07r cos ((p — q)u) du.

Les entiers p et ¢ sont compris entre 0 et n, si p # q alors :

s s
| 1 | sin ((p + q)u) 1 | sin ((p — q)u> .
<ttty >= = + = =0.
P2 p+q 2 pP—q
0 0

De plus on a :

< tglto > /1 _dx I
- _— :7‘("
0ft0 ) 1_x2 0
" 1 2
Vp € [1,n], <tplty >:/ cosQ(pu)du:/ Md“:g'
0 0

La famille (tp ‘ p € [0, n]]) est une famille orthogonale de n+1 vecteurs non nuls donc c’est

une famille libre, de plus la dimension de R,, est n+ 1, on a donc une famille orthogonale
libre maximale c’est donc une base orthogonale de R,,.

De plus on a :

T
ol = v, voe Tl =T

3.3.) Soit n un entier naturel non nul et k& un élément de [0,n — 1].

Le mondme X* se décompose dans la base orthogonale <tp ‘ p € [0, k]]), soit :

k
Vk € ﬂoa n— 1]]7 E(G’P)OSPSIG = IRP"‘l’ Xk - Z aptp'

p=0



On en déduit que :

1de—<Xk|t >—zk:a <tplt, >
—1V1—2? " 0 P
La famille (tp ]]> est orthogonale donc :
Wpe[0,K] C [0,n—1],  <t|ty >= o:>/ @) 4. g
p Y Y Y P \/_7x2 .

4.) On veut montrer qu’il existe trois réels ag, ai, as uniques, tels que pour tout polynéme
P élément de R5, on a :

1 de = aoP <_T\/§> +CL1P(O) + a9 (?) . (1)

1.) On suppose que 1'égalité (1) est satisfaite pour tout P de Rs5, on détermine les réels
ao, a1, ap en prennant successivement les polynomes 1, X, X2, on obtient :

(o = ap+ a1 +as (ag + a1 +ax =7 (a_T('
0= —

3

1= 5 0 5 2 < « 2 0 2 2 = <:><a1—§
I s T
= —=— — —_— —_ —_ — Ao = —

(2= Tt (Tt 12= 3 (273

2.) On vérifie que la solution trouvée convient pour X3, X4 X°.

Pour X? et X°, le polynéme P est impaire donc :

§P< ;/g>+3p(0)+gp<§>:o.

Comme I3 = I5 = 0 alors I'égalité (1) est vérifiée.
Pour P = X* alors :

™ —/3 T T V3 T (18 3
§P(T>+§P(°>+§P<7) :§<E) =l

Sic:



alors I’égalité (1) est vérifiée pour tous les vecteurs de la base canonique de R5.

Soit P un élément de R5, on a :
5
E”(Oép)ogp§5 S ]R6, P = Zapo.
p=0

De plus on a :
L P) > Lo
[P s [
—1 \/1—1‘2 p=0 -1 \/1—332
T
Siagp = a1 = ag = — alors I'égalité (1) est satisfaite pour pour tout vecteur de la base

canonique de R5 donc elle est vérifiée pour tout polynome P de Rs.

5.1.) Soit ¢ la fonction définie par :

$4

v x€]0,1[— m

La fonction ¢ est définie et continue sur |0, 1[, au voisinage de 0, on a p(z) ~ 27, donc
li(r]ngo = 0, on prolonge par continuité ¢ en 0 en posant ¢(0) = 0, 'application ¢ est alors

continue sur [0, 1] et positive.

Au voisinage de 1 on a :

L’application z € [0,1[—— est intégrable sur [0,1[ donc l'application ¢ est

1
V1—x

intégrable sur [0, 1].

5.2.) On effectue le changement de variable u = 2z — 1 qui est un O difféomorphisme de
10,1 sur | — 1, 1], on obtient :

1 [ (1+w)

1 74
s [ g [
0o Va(l—1x) 2% J 1 V1 —u?

On particularise P = (X + 1)*, on obtient :

J=- (1—£) +1+<1+\/—§) _ oom,

du.

3.24 2 2 128



Probléme 2

Partie 1.

1.1. D’apres la formule du binéme,

1.2. On adonc Vn € N, a;, =1.
1.3. Les séries Y (an) et > (a}) sont grossierement divergentes.

2.1. La formule du binéme indique que

1
VneN, ay = 2—n(z—|—1)”

2.2.1. On sait calculer les sommes géométriques. La raison z étant différente de 1,

1— Zn+1

n
k _
kZ:oZ  1-z

Pour |z| <1 ce terme admet une limite. »(a,) converge et

> 1
A(z):sz: T
n=0

1 . P
222. On a ‘Z—‘gl‘ < +2|z‘ < 1et Y (a}) est donc aussi une série géométrique convergente de somme

. 1 2
Zanzl_ﬂzl_zzlél(z)
n>0 2

2.3.1. La série Y (ay,) est grossierement divergente (terme général qui n’est pas de limite nulle).
2.3.2. Si z = —2 alors a} = (—1/2)™ est le terme général d’une série géométrique convergente.

2.3.3. (a}) est une suite géométrique de raion r = EZGTH = cos(0/2)e?/2. Comme 6 €]0,7[, |r| €]0,1]

et > (a}) converge et

=141

i . L2 ie~10/2 .cos(6/2)
nzoak C1—r 1—¢€?  sin(h/2) sin(6/2)

Partie II.

1.1.1. On a

k)~ k! ntoo kI

<n> n(n—1)...(n—k+1) nk

1.1.2. Par croissance comparées, on a donc



1.2. ¢ étant fixé, S;(n,a) est alors une suite finie de suites de limite nulle et

lim Sg(n,a) =0

n—-4o0o

1.3. Soit € > 0. Comme a est de limite nulle, il existe un rang ¢ tel que Vk > ¢, |ax| < e/2. La suite
Sq(n,a) étant de limite nulle, il existe ng tel que Vn > ng, |Sy(n,a)| <e/2. On a alors

1 « n € 1 < e
> "= - Syt 2
Yn > ng, |an| Sq(n, (Z) + n Z (k‘) | > 9 =+ omn _Z <k> 2

k=q+1

Comme Z <Z> < Z <Z) < 2", on a finalement

k=0
Vn > ng, |ay| <e

et on a montré que
lim a;, =0
n——+o0o

1.4. On a

n

a;—z:2inz<z>(ak—1)

k=0
et on se ramene au cas précédent (a, — ! — 0). Ainsi

lim a; =1
n—-+o00

1.5. Si a, = (—2)" alors (a}) est une suite convergente de limite nulle alors que (ay) est une suite

divergente. Il n’y a donc pas équivalence entre les convergences de (a,) et de (a}).

Exercice 2

Voir le cours

Exercice 1
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