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Exercice
I - Lemme de Cesaro
1>
e Cas lim wu,=/l€C.

n—4+oo
Soit € > 0, an a, par hypothese sur la convergence de (uy,) :

Ing € N,Vn > ng, |u, — 1| <

N ™

D’autre part, pour tout entier n > ng :

1 n
—1
n—i—l%uk

L’inégalité triangulaire donne alors :

1
n+1

lon =1 =

-
k=0

l 1 "Og_l 0) E l
op =1 < = — up —
7l =0 " ™= n0| ol
L’inégalité triangulaire donne alors :

no—1

Z |ur — 1]

kno

lon — 1] < =
n

Z uk —l
k=1

le deuxiéme terme vérifie pour tout entier n > ng :

1 <« l ¢ (n-—ng+1)e =
- _ll< = c_ T re &
nzluk |_n22 2n -2

k=ng k=ng

De plus, le premier terme étant une somme finie de réels, on a :

no—l
i | 2 (e = D) =

Ce qui donne, d’apres la définition de la limite:

1
dn, € N,Vn > nq, |—
n

en posant N = max (ng,ny), on obtient :
€ €
VnzN,\an—l|§§+—=5

Ainsi on a
Ve>03INeN/n>N=|o,—1l|<¢

Ce qui permet donc d’écrire:

lim o, =1
n——+oo

TL()—l
> (u—1)+
k=0

n

> (u—1)

k=ng



e Cas lim wu, = +o0.
n—-+oo

Soit A > 0. La suite u tend vers +00, il existe donc un rang ng a partir duquel les termes de la suite sont supérieurs

a 2A. On a, pour tout n > ng :

1 "02‘:1 L1 z”: 12‘: Lgpn oot
Op = Uy + ——— up > — U _—
n+1 k n+1 n k n
k=0 k=ng =1
1 not no—no+1 B me1
et k21 up, + 2A "0 :2A+E avec B = kz—:l up +2(1 —ng)A €R .

B B
Il existe un rag ny a partir duquel on a ‘ < A et donc — > —A. En posantSoit N = max (ng,n; ) on obtient
n n

Vn>N,o, >2A—-A=A
Ainsi on a
YVA>03INeN/n>N=o0,>A
Ce qui permet donc d’écrire:

lim o, = 400
n——+00

11 suffit d’appliquer le résultat précédent a la suite —u.

Applications

2> Soit u = (%)n on a hm u, = 0 . En utilisant Cesaro on a lim v, =0 .

21 n—-+oo n—-+oo
La fonction z +— % est décroissante sur [1,4o00[ , donc pour tout k£ > 1 on a

=

+ | =

—_

IN

—
>
Jr
-

S

IN

| =

et pour n > 2

3

k=1 k=1
ainsi
1
In(n+1) < 7S 1+ In(n)
k=1
n In(n)
1
ce qui donne In(n) et |v ~
q Z:: k n—>+oo ( ) n n—-+oo n
3>
Un4+1 — UO .
e Onae, =u — u, donc o, = = e = ———— . On suppose que lim e, = a € R* le lemme de
n n+1 n n n+1 Z k 7’L+1 pp q oo n 5
N . un+17 . .
Cesaro donne lim = ainsi|u, ~ an |
n——+oo N + 1 n—+4oo

e Ona lim e, =a € R*donce, ~ «,a partir d'un certain rang e, et a sont de méme signe et la série
n—-+o0o n—-+o0o

n
> ey diverge, le théoréme de comparaison de séries & termes de signe constant donne ) ey ~ (n+ 1)« soit
k=0 n—-+0o0

Upt1 —ug ~ (n+ladotu, ~ an.
n—-+o0o

n—-+oo
4>
e Soit (un),cy €10, +oo[¥ et lim ‘il — ¢ € ]0,+o00[ , composons par In

n—+oo

lim In <u”+1> = lim In(upt1) —In(uy) =In(f)

n—-+oo Up, n—-+oo

La question précédente donne

im0 (g = (o)

n—-+4oo n n—-+oo



lim
n—-+oo

d’ou

Y, = L.

e Si ¢ = +o00 (respectivement ¢ = 0) alors

lim In <M> = +00 (respectivement —oo) , d’prés la question 1 on

n——+o00 Un
a n
U,
nETOO o ;Oln (Z—j) = 400 (respectivement — o)
donc
im0 i (g = oo ( ti t — 00)
Sim —-— = lm In({/us)=+oco (respectivement — oo
. . Un+1 _ . n _ . Un+1 _ . " _
Ainsi nllﬂloo o 0= nllg-loo In (/u,) =0 et nEI-sr-loo T +o00 = nll}I—‘,I-loo In (¢/u,) = +o0
OSoitunzn!,onaM:n—l—l —  +oodonc| lim ¥n!=+4o00
Up, n—-+oo n—-+oo
" v n+1)" 1 "
e Soit v, = —,on a nit _ +) =(1+-)" — edonc| lim {/— =
n! Un n" n’  n—+oo n—+oo \ nl!
. N N . _ . _
5> Soit (an),en € CV, (bn),en € CV,a € Cet b e C. On suppose que ngrfw an, = a et ngr_?m b, =b.
n
Posons w,, = %ﬂ > agbp_j , on a
k=0
1 n
w, —ab = > (akbn—k — ab)
n+1 P
1 n
e Z (arbn—k — ab,—g + abp_j — ab)
k=0
1 - a -
S > RS SO
k=0 k=0

(bn),en converge donc elle est bornée , soit M = sup |bg| , donc

k>0
|wn—ab|§—2|ak—a|+ Z|bk—b\
n+1 P n+1 —
1 $ 1%
X 1 i p L - . _ -
le lemme de Cesaro on a ngrfoo — ) kZ::O lax — al ngIJIrloo o kgl |br, — b] = 0 donc ngrfoo wy, = ab , d’on

lim
n—-4o0o

1 n
(— E akbn_k> =ab
n

k=0

n
6 > Soit Y a, et > b, deux séries convergentes de sommes respectives A et B, ¢, = Y. apbn_p , posons
n=0 n=0 k=0

n n n
An: Zak, Bn: ZbketC’n: ch.

k=0 k=0 k=0

n k

OnaC, = > > aiby_i,comme(0<k<n et 0<i<k)e (0<i<n et i<k <n)(*),alorsapresinterversion

k=0i=0
des sommes

n

E a;Bpn_;
i=0

n

E Qn—1 By
k=0



ce qui donne pour tout N >0

ainsi

N
d’aprés la question 5. ona lim - An_pBr = AB , d’ou
P q N N+ kZ=:O N—k Dk

Probléme

N N n
e, - z[zanwk
n=0 n=0 Lk=0
N N
= Z (Z an—k) By,
k=0 n=~k
N
= ZAN—kBk
k=0

( 1
pk +q

d’aprés le critére spécial

(2)

(1)

$1,1(n)

et d’autre part
0<

On en déduit que

des séries alternées.

) est décroissante de limite nulle : la série
k>0

est donc convergente

kiok+1 1
= Z(—l)k/ t* dt
k=0 0
1 n
= ( (—t)F ) at
01 =0 +1
1_ _ n
/ )" 4
o 1—(=t)
1 1 n+1
= | [ f-co [ e
0 0
bode
— —1n(2
T me

1
dt < / "t de =
0

lthrl
==

_)
n+ 2 n—+oo

Si1= nglfoo ¢11(n) =1n(2) +0=1n(2) |
_ ife&ﬁ
Pt k+q
X (1o
j=k+q—1 it j+1
+oo j
—1)J
_ 71 q+1 (
o j§1 i+t
+oo i a2 j
—1) (—1)7
— —1)at? ( _

(=D)"*! (In(2) = 61,1 (q - 2))
[(=1)7 (¢11(g—2) —In(2) |
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1 Expression de S, ; sous la forme d’une intégrale

(5) t>0,
z(H‘l)O‘uq

1 + x%p.q

1
:/hxt
0

est bien définie. De plus, pour tout x €]0, 1],

x— h(z,t) =

est continue sur le segment [0, 1] donc

e(t-l—l)ap,q In(z)
T,

est continue sur R, de méme (méme si c’est inutile en travaillant sur ]0,1]) que
t— h(0,t) = 0.
De plus,
vt € RT, Vo € [0,1], 0 < h(z,t) < p(z) = 1.

La dominatrice ¢ étant indépendante de ¢ et intégrable sur [0, 1], le théoréme de continuité des
intégrales & parametre affirme que

‘t — I, 4(t) est continue sur R ‘

(6)
1 (n+1)apq 1 1
0 < Ipq4(n) :/ L < / g terade =~ 5
o 14+ a%a 0 (n+1)apq+1 notoo
Et donc
ngrfoo Ipq(n) =0
(7)

En intégrant l'identité précédente entre 0 et 1, il vient

n <_]_)k /1 dz 1 /1 x(n-}-])ap’q /1 du
kz:;) kOépyq + 1 0 1 —+ x%p.a ( ) 0 1 T 2% x o 1 e + ( ) p,q(n’)

Or,

P k‘Otp,q + 1 kp/q +1 prrd kp+q D.q .

En combinant ces deux résultats, 11 v1ent

brat) =3 ([ s o) |

1t dx 1 Y de
Spq=_lm ¢, 4(n )__/0 —:_/0

n—+oo q 1+ax%a g 1+ ap/a’

Effectuons le changement de variables ¢ = z'/9 ou encore 2 = 7. Comme dz = qt?~ ' dt, il vient

R bt
Sp,qz—/ a dt:/ dt
qJo 1+t o L+tr




2 Calcul des S, , dans trois cas particuliers

9)

(10)

(11)

(p,q) € E1, on a
+ +
ST =LY C) G P )
p,q p,p pa pk) + P P Pt k + 1 P ) P
(p,q) € Es, il existe un entier [ tel que ¢ = Ip. On a alors
+o0 k
(-1)
S =
P gpk+lp
B 1 +o0 (_1)k
P k+1
1 X (1)t
j=hti-1 733:1_1 j+1
) R ()
P57 Jj+1
o e (R g
- P \Gitl S+l
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|
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On a donc le résultat demandé avec ‘ Ap,q) =1=q/p ’

XP 4+ 1 est scindé a racines simples sur C et ses racines sont les racines p-iémes de
—1. Elles sont de la forme

Wy = eirr/peiQkﬂ/p — 6i(2k+1)7"/P avec k € [[O7p — 1]]

Si p est pair. Alors —1 ne fait pas partie de ces racines, aucune de ces racines n’est réelle et elles
viennent par paires (wp k,Wp ) avec k € [0,p/2 — 1]. La décomposition en éléments simples de la
fraction F(X) est alors de la forme

p/2-1 by r
F(X) = + .
kZ:O X — Wp,k X — Wp,k

La fraction F(X) étant & coefficients réels, l'unicité de la décomposition en éléments simples
implique alors que ¢;, = by,.

Si p est impair. Alors —1 fait partie de ces racines (elle est obtenue pour k = (p — 1)/2), les
p — 1 autres racines sont non réelles et elles viennent & nouveau par paires (wp ,Wp5) avec k €
[0,(p—1)/2 —1]. La décomposition en éléements simples de la fraction F(X) est alors de la forme

o DL 5
F(X) = :
K=zt ;0 X X5

— Wp,k

La formule demandée par ’énoncé couvre les deux cas en méme temps et découle de ce qui précéde
en observant que
1—(=1)P 0 si p est pair
2 - { 1 si p est impair
et que

| p/2sipest pair
-p/2 = { (p—1)/2 si p est impair.



(12) Dans le cas ow p est impair, alors

ap = [(X + DF(X))(=1).

Or
P 1= (X + 1>I)z:(_1)Pflkak
donc -
_ - (-1 _ (et
ap = [(X + 1)F(X)](-1) Zz;é(_l)p—l—k(—l)k p .
De méme,

X —wpk
XP+1) — (XP + 1) [wp k) lp.i]
On est ici dans le hors-programme ou au moins 4 Uextréme limite du programme ! On a
(zP+1)-0

bkwm%mmxm%w—%xh

. _ / _ p—1
im0 (X041 () =
Et donc
wi!
by, = [(X _wp-,k)F(X)](wp,k) = pg;fl
pwy, i
Comme w;”k = —1, on en déduit finalement que
by = —lwq = —lei‘I(ZkH)”/p = —leiqa’“ avec O, = (2k + 1)« /p |
p P p P
(13)
1—(=1)? (=1)7-1 1 1P Liany o~ 40k
F(X) = (=17 (=1) ——Z( + >
2 P X+1 p P X—wpr X—Wppk
Puis,
140k e~ 140k eia e—140k
X —wpk + X -wyr X —eif tX e
(eiqﬁk + 677:q0k)X _ (61'(1171)6:c + efi(qfl)ﬂk)
N X2 —2cos(0)X +1
_cos(qfy) X — cos((q — 1)0k)
N X2 —2cos(0r)X +1
Et finalement
_1 Lp/2.—1
FX) = 1—(=1)P (-1)¢ 1 2 Z cos(qbk) X — cos((q — 1)6k)
- 2 p X+1 p = X2 —2cos(0)X +1
(14)

Lp/2—1 Lp/24—1 4 4 Lp/24—1 . &
Z cos(qfr) = Re Z el1(2k+1)m/p = Re | lm/p Z (62“”/”)
k=0 k=0 k=0

_ (.2iqn) Lp/2. _ (.2iqn/ Lp/24
= Re eiq’T/p1 (c q.p) = Re ! .(C ' p),
1 — e2iqr/p e—tam/p — eiqm/p

= Re (1 :2(: ;Zi;)/;;g) - 2sin(2w/p) Re (Z (1 B (eziqﬂ/p)w/%))

_ —1 : (g2ian/p)
B 2sin(q7r/10)Re (Z (e ) '



Si p est pair|, alors
Lp/21—1

. Lp/2. .
(emqw/p) P = "™ = (—1)7 € R et donc Z cos(gby) = 0.

k=0
Si p est impair |, alors

X Lp/24 . . . Lp/24 .
(v = etemmin = (et e e (i (e0m) ™) = (Cayrme (e ) = (1))

Et donc
Lp/24—1 Vg4l
Z cos(q@k):( D .
2
k=0
(15)
1 1— (1P (-1t b1 9 P2t 1
S, :/Ftdt: / dt — - /Ftdt
P:q 0 (t) 2 p o t+1 p ];) 0 K (£)
_ Lp/21—1 1
L) 2R
= In(2) — - Fi(t)dt
5 ) @-3 kzz() ; k(1)
_ Lp/21—1
1= (=1)P (=1)7! 2 . ™ :
= 5 ) In(2) — p E cos(gfy) In(2sin(6x/2)) — 2—p(p — 1 —2k)sin(gb)
k=0 y
Lp/24—-1
oV Vi '
= In(2) — —In(2 cos(qd
sy @) > costat)
1 Lp/24—1
+- Z <E(p — 1 —2k)sin(gby) — 2 cos(qb) ln(sin(Gk/Q))>
I p
_ Lp/2.—1
) o (e P B
= In(2) — —In(2 cos(qf
5 ——In(2) - ~In(2) ];) (461)
1 - Lp/24—1 Lp/2.—1
+—| = Z (p—1—2k)sin(qby) — 2 Z cos(qbx) In(sin(6x/2)) | -
PAP = k=0
Or, si p est pair, on a d’aprés (14)
_ Lp/24—1
- (=P (1) 2
In(2) — —In(2 cos(qgfy) =0—-0=0
5 - —In(2) - ~In(2) ,;) (461)
et si p est impair
_ Lp/21—1 _
G ) G P T G R G 1
5 . In(2) pln(2) kzzo cos(qby) = In(2) 5 m(2)=0
Dans tous les cas, on a bien
1 - Lp/2a—1 Lp/2.—1
Spe=—1|— Z (p—1—2k)sin(gby) — 2 Z cos(gby) In(sin(0;/2)) | |
PA\P = k=0
(16)

So1 = (g sin(7/2) — 2 cos(m/2) ln(sin(ﬂ/él))) = % A

1
2




et

S31 = % (gQSin(ﬂ'/?)) — 2cos(m/3) ln(sin(ﬂ/G))) = % (7 - ln(1/2)> = % (L +1n(2)> :

Résultats confirmés par un calcul direct

1 1

dt 7r dt
Sor1= | — —arctan(l) = S et Saq = | —— —...
2,1 /0 T = e an(1) 7 ot S /0 T

3 Quelques calculs de probabilité
(17)
Ap, = ([1,n] N EL), By, = ([1,n] N E3) et C,, = ([1,n] N E3)
puis
E,=[Ln]nE=(1,n]nE)U([l,n]NE)U([1,n]NE3)=A,UB,UC,.
(18)
- U=ta-

k=1
Par incompatibilité et indépendance des choix de p et ¢, il vient

P(A) =Y B(p=hPlg=FK) =Y~ x = |
k=1

Les entiers p et ¢ jouant un réle symétrique, on a

B(Ch) = 5B(p#0) = 5(1-Plr=0) =

(19)
B,=Jp="kaq=1k),
(k1)
la réunion portant sur tous les couples (k,1) d’entiers entre 1 et n tels que 1 < I < n/k, c’est-a-dire
1 €[2,un/kJ]. On a donc & nouveau par incompatibilité et indépendance

Ln/k

(Bn):Z TL12_ 22 I_?’L/k_l*l 2ZLn/kaf.

k=1 [=2

On en déduit par incompatibilité que

1 n
P(An U Bn) = — > onfko|

k=1
(20)
VYn e N, 1+1In(n) > H, >In(n+1) =In(n) + In(1 + 1/n)
et donc
H, et In(n) |
(21) k,

n/k—1<un/ks<n/k.
En sommant ces inégalités, il vient

n
nH, —n < Zuz/k:_: <nH,,
k=1



puis
H,—-1 H,
<P(A,UB,) < —
n

et enfin a l'aide de (20) et du théoréme des gendarmes pour les équivalents,

1
P(A,UB,) ~ ln(n) i
n——+oo n
(22)
lim P(E,) = lim P(Cp)=
im n) = lim n) = = |
n——+oo n—-+4oo 2
4 Vitesse de convergence des S, ,
(23)
1
s%p.aq 1
I — 1/(n+l)—1 d
pa(n) R /0 1 + s%.qa/(n+1) n+1$ s

(24)

1 L gap g—141/(n+1)
n+1 /0 1 + s/ (n+1) ds.
Pour s €]0,1] et n € N, posons

Sap»q*pfl/(’”rl)

fn(S) = —1 n Sap,q/(n+1) .
Chaque f,, est continue et pour tout s €0, 1],
) Sa”‘q—l
Jm fu(s) = —

De plus,

Vs €]0,1], ¥n €N, 0 < f,(s) < s%a™! = o(s).
Comme ay, , —1 > —1, @ est intégrable en 0 donc intégrable et indépendante de n. Par convergence
dominée, on en déduit que

1 Sozp_,q—1+1/(n+1) 1 g%p.g—1 1
lim — _ds = / ds = .
notoo Jo 14 s%.a/(n+1) 0 2 20, ¢
Et donc 1
Ipq(n) nﬁ’j_oo 2nap’q'
De 14,
1 1
pa(n) q pa(n) n—+oo 2nqoy, 4 2np
=
Pp,g(n) — Sp,q = Iy q(n).
On en déduit que
bpg(n+1) =S5, 2np

~ B —————— ~ 1
Gpg(n) = Spgq | n=too 2(n+ 1)p notoo

ce qui signifie que la vitesse de convergence de la série congruo-harmonique alternée est
pour tout couple (p, q).
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