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Intégrales généralisées - Algebre linéaire - 4h

Exercice 1

L’intégrale I7 est impropre en 4+o00. De plus,
In(x)

x

S R

Ve > 3, >

1 . .
—dx étant divergente, on peut conclure grace au théoreme de comparaison

“+oo
Les fonctions étant positives et /
1 X

que I est divergente.

L’intégrale I est impropre ne 4+oco. Par éclatement, on a :

/+O°c052:vdx _ 1/+001dx+ 1/+OOC082deC.
1 xT 2 1 T 2 1 T

La premiere intégrale diverge par Riemann. Nous allons montrer que la seconde est convergente grace a une

IPP, en posant :

— 1
{u(x) oy donc
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Les fonctions sont C! et le crochet

sin 2277 . sin2x sin2
= lim
2 |y z—+o00 2T 2

converge car c’est le produit d’une fonction qui tend vers 0 par une fonction bornée. Cela justifie 'TPP. La

deuxiéme intégrale est donc de méme nature que :

T 1 sin?2
/ 1 sin xd:z:.
1

D)
De plus
1 sinx 1
2 2 - z2

+o0o 1
et / —dx converge par Riemann et les fonctions sont positives. D’apres le théoreme de comparaison :
1

22
T 1 ginx
—2—daz
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est convergente et donc I, converge.

L’intégrale I3 est impropre en x = 1. Posons X =1 — x donc dz = —dX :

01 L

Donc I3 converge par Riemann.



L’intégrale I4 est impropre en 0 et en 1. De plus :

tin(t

8 w5 o
tl_tl e 7
t1n(?) (t—1) )

t—1 T t—1 t—1

L’intégrale I est donc faussement impropre en 0 et en 1. Elle est donc convergente.

Exercice 2

Tout d’abord :

71'/2 T 7r/2 7-‘-/2
WO:/ 1d$=§, le/ sinzdr = [—cosx],’” = 1.
0 0

Puis effectuons une IPP sur W,, en posant :

{u(w) = sin" !(z) u'(x) = (n—1)coszsin® %(z),
v(x) = —cosz, V() = sinz.

On obtient donc :

w/2 /2
W, = {—cosa:sin"il(x)}o + / (n — 1) cos® zsin" " 2(z)dx.
0

Ainsi :

w/2

W, = 0+ / (n—1)(1 — sin22) sin"2(@)dz = (n— 1)(Wp_o — W,).

0

Enfin : )
Wn(l+(n—1)=(n—1Wyo dou W, = - —~ Wi,

Comme cosz € [0,1] pour z € [0, 5], la suite (cos™ z), ., est décroissante et :

Wn+2 2 WnJrl Z Wn

Ainsi on obtient :

Wito > Wit S 1 — n+1 > Wit 51
W, Wi n+2 Wi,
n+1 s PR
Comime — 1, on en déduit par théoreme d’encadrement :
n + 2 n—+oo
lim 2l _ g
n—oo n
et donc Wy, ~ Wi41.
Posons X = g — x, donc dX = —dz. On obtient :
0 T w/2
W, = —/ sin™ (f - X) dX = / cos™ (X )dX.
/2 2 0



Montrons le résultat par récurrence.

e Initialisation : n = 0.

ot 2n)! ©  (0)!

il T_T
22n(pl)22 200122  2°

Waxo =Wy =

ol 3

De plus :
22 (nl)2 290012 )

Wonst = Wy =1 ¢ = =
bt = ¢ 2n+1)! 1!

Donc la propriété est initialisée

e Hérédité : soit n dans N. Grace a la relation de la question 1, et par hypothese de récurrence :

W 2n+1 _ 2n+4+1 (2n)! 7
2 2n+2 2" mr 2p+222n(npl)22
Donc :
W _ (2n+2)2n+1)@20)T (2n+2)! «
mE2T (222 (pl)2 2 22 R2((n 4 1)1)22
De méme :
- . 2n42 _ 2n+2 22 (n!)?
ST o3 R 2043 (2n+ 1)
Donc :
- 22(n+1)2  22(n!)2  22F2((n4 1))
s (2n+3)2n+2) 2n+1)! (2n + 3)!

La propriété est initialisé et héréditaire. Le résultat est donc montré par récurrence.

Pour tout n € N, posons v, = nW,,W,,_1. On a alors :

n

Unt1 = (m+1)WoW, = (n—l—l)n+1

WpaW, = vy
La suite (vy,) est donc constante. On a alors en utilisant 1’équivalent de la question 2 :

g = WWo = v = v, = (A DWanWa ~ 0l

Ainsi

Et comme W, > 0, on a

@ La fonction In(1 + ) est concave. Elle est donc en dessous de ses tangentes; en particulier, sa tangente en 0.
On obtient :

Ve el —1,400[, In(1+2) <z
On a donc, pour tout ¢ dans [0;/n] :
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De plus :

t2 t?
In (1 + ;) < =
2
— enln<1+%> < €t2
2\" 2
= (1 + ) < et
n
2\ " 2
— <1 + ) > et
n

En effectuant le changement de variable ¢ = y/nsin(z), (donc dt = y/n cos(z) dx) on obtient :

ViWons1 = vn /0 * (1 = sin(2))" cos(x) do

v £2\"
)
0 n
v s
< / e dt (d’apres Q2)
0

En effectuant le changement de variable ¢ = y/ntan(z) (donc dt = \/n dx), on obtient :

1
cos?(x)

B 2 on dx
ViWop_o = \/ﬁ/o cos (x)COSQ($)

—+o00 t2 -n
= / <1+> dt
0 n

“+o0o

> e dt

i
et dt (d’apres Q2)

>

c—

Avec I'équivalent de W,, donné dans ’énoncé, on a :

_ nr _ VT
Vi W S Ve 3, Vian T2
_m VT
Vi wan—2 e VM) [, Ve T 72

Ainsi :

. . U
lim \/’EwgnJrl = lim \/ﬁ Wop—2 = £
n—-+o00 n—-+oo 2

En utilisant I'inégalité de la question 3 et le théoreme d’encadrement, on obtient :
“+oo

/ et dt = ﬁ

0 2

t

Par parité de la fonction t +— e~ 2, on conclut :

+o0 5
I:2/ eV dt =7
0



Exercice 3

Soit P dans R, [X]. Comme P (£) est une constante, on obtient :

deg(fn(P)) = deg (ZP(Q)B;J < max(deg By, ...,degB,) < n.
k=0

Donc f,(P) € R,[X]. De plus
deg(¢n(P)) = deg (nXP+X(1—X)P') < max(deg(nXP),deg(X(1—X)P')) < degP+1.
Il faut vérifier que le coefficient dominant s’élimine. Ecrivons
P = a, X"+ P
avec deg Py < n — 1. On a alors par linéarité
on(P) = anen(X") + on(Fo),

et
on(X™) = X" L X1 - X)nX"! = pX"Tl4aX" —pX"TL = pXxn

On a donc bien
deg(¢n(P)) < max (deg(gpn(X”)) , deg(P0)> < n.

Soient P, @ € R,[X] et A\, u € R.

n n

FPOP+uQ) = Y OP+uQ) (5)Br = A_PE)By + 1Y Q(5) By = Ma(P) + 1fu(Q).
k=0

k=0 k=0

De plus
On(AP+pQ) = nXAP+pQ)+X(1 - X)AP +uQ") = on(P)+ pupn(Q).

Ainsi, les applications ¢, et f, sont linéaires.

Soit k dans {0,...,n}.
en(By) = nXBp+X(1-X)B,

= a()XH1 = X)"F 4 X (1= X) (7)) [kt (1 = X)F = (- k)X - X))
= X1 = X)) [nX + k(1= X) = (n — k) X]
= XK1= X)" k(") [nX + k — kX —nX + kX]

k-

= kB

Soient Ag, ..., A, € R tels que

En appliquant ¢,, une fois, deux fois, ..., n — 1 fois, on obtient un systéme :
11 1 XoBo 0
1 2 e n )\131 0
122 ... p? : = :
. . c. : )\n—an—l 0
1 o2nt o opnt A B, 0

On reconnait une matrice de Vandermonde de déterminant non nul, donc
By = MB = - = \B, = 0,

et donc



Une matrice de ¢, dans F est

0 0 0
0 1
[QOHLT = 2
-
0 0 n

(6] Pour tout P € R,[X], on a
on(P)=X[nP+ (1- X)P'].

Donc ¢, (P) est un multiple de X. Ainsi, le polynéme 1 ne peut avoir une antécédente. Donc ¢, n’est pas

bijective.

Soit P € R, [X] tel que ¢, (P) = 0.
Alors

Or F est libre, donc
vk e {0,...,n}, P(%)=o0.

Le polynéme P a donc n + 1 racines alors que c’est un polyndéme de degré n maximum. Donc P = 0.
Ainsi 'application ¢, est injective, et donc bijective car ¢, est un endomorphisme en dimension finie.

Exercice 4

L’intégrale est impropre en 0 et en 1.

— EnOsin>1:

2% In(t) on

e SO L |

2_1 5 ' n() 5 0
par CC. Ainsi I, est faussement impropre en 0, donc cvg en 0.
— EnOsin=0: In(1)
n
zo1 5

Les fonctions sont positives et 'intégrale :

1
=0
0

1
/0 “In(t)dt = [—tln(t)—i—t]

converge par CC. D’apres le théoreme de comparaison, 'intégrale I, converge en 0.

— En 1:
2" In(H) (t—1) 1
2—1 1 (t—=1)@+1) 1 2
Ainsi I, est faussement impropre en 1, donc cvg en 1.
Ainsi, l'intégrale I,, est convergente pour tout n de N.
Pour tout n de N :
12042 _ y42n 1
Iy —Int1 = —/ ———— In(t)dt = —/ 2 In(t)dt
o t°—1 0
On pose u(t) = In(t), u'(t) = 1, v(t) = %, v'(t) = 2. Les fonctions sont C! et le crochet
1 £2n+1 1
(i ] - [ In(t } = 0
]} = [ ]

6



converge par CC. On peut donc réaliser une intégration par parties généralisée :

1 ) L y2n+1 $2n 1 1
In(t) t“"dt = - Zdt = | —— _In(t - -
/0 n(t) 0 /0 m+1 t [(2n+1)2 n( )L (2n + 1)2

En utilisant le résultat de la question 2, on obtient par somme télescopique :

n n
1
E m Q:2 E Iy — I o Io — Inta

> 1 = 1 > 1 = 1 = 1 2
;(2k+1)2+2(2k)2 B _Z et _Z_k2 - Z? 6
=0 k=1 k=1k impair k=1k pair k=1

De plus,

k=1 k=1
On obtient enfin :
i 1 _ 72 72 _ 2
5 - - _ 4
— (2k+1) 6 2 8
Par CC, t?In(t) — 0 donc
t—0 ) ( )
o t*In(t
52—733 2-1 L
De plus,
2 In(t) t2(t —1) 1
?2—1 1 (t—1(t+1) 1 2
Ainsi : ) 0
o t*In(t 1
m e =1 = 3

La fonction f peut donc étre prolongée par continuité sur le segment [0, 1]. D’apres le théoreme des bornes
atteintes, il existe donc M dans R, tel que :

Vo € [0,1],[f(z)] < M

@ Majorons I,4+1 :

1 42n+2 1 on+1 71

t In(t) 9 t M
I = —=dt| < | f()|dt < M =
i ‘/0 2 -1 ’ﬁ/o F@ldt < 2n+1], 2n + 1

Q5

Par théoreme d’encadrement, I,,,1 tend vers 0. Reprenons ’équation obtenue dans la Q3 :

n

1
Y oy = lo — Ing
2
22k + 1)

et passons a la limite quand n tend vers +o0o. On obtient :

+o0 1 7T2
I = _— =
0 kz_o (k+1)2 a8

Exercice 5

Voir le cours.



