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Correction - 4h

Exercice 1

L’intégrale est impropre en 0 et en 1.

De plus
1
1 J—
_/0 m()dt = [~ () +1]} = 0

par croissance comparée. Les fonctions sont positives, d’apres le théoréme de comparaison, l'intégrale I est

convergente en 0. De plus :
In(t) t—1
~ — —1
t—1 1 t—1 t=1

L’intégrale I est faussement impropre en 1, donc convergente en 1.

Posons z = —In(t), donc t = e™% et dt = —e *dx. Le changement de variable est C! sur ]0, 1] et strictement
croissant. Ainsi : 0 N N
—T [e.9] oo
1= / 2 e = —/ T dr = / T dx
4o €7 =1 0 1—e* 0 et —1

L’intégrale est impropre en +oo. De plus,

xQ(xe_”x) — 0
r— 400

1
—nr __
re =0 <x2> .

“+oo
Les fonctions sont positives et / — dx converge. D’apres le théoreme de comparaison, J,, converge donc
1 x

par croissance comparée. On a donc

également. Posons

Les fonctions sont C! et le crochet
“+o0 [ €T 7nx:| —+o0

[u(m)v(m)} = |——e .

0 n
converge par CC. On peut donc réaliser une intégration par parties généralisée, on obtient :

1 [t 1 [ene]te 1
Jp = / e ™dxr = [e ] = —.
n Jo n|-nl, n




La fonction g est dérivable sur |0, 1] et
;o (e —=1) —ze”
g (‘T) - (ez _ 1)2 .
Posons h(z) = e* — 1 — xze®. Alors

B (x) =¥ — e* — ze® = —ze” < 0.

Comme h(0) = 0 et h est décroissante, on a h < 0. Donc ¢'(z) < 0 et g est décroisssante. Enfin,

. x 1
ilg%)ez—l_l g(l)_e—1>0
Donc
Vz €]0,1], 0 < g(x) <1
Ona:
n 1 n 1 n 1 —x —ne
_ —k _ —n\k _ e "(1—e")

1 1 —nx 1
= / Y dr — / re dr = I — / g(x)e " dx,
0 et —1 0 et —1 0

@ D’apres la question 5 :
vz €]0,1], 0 < g(z) <1

On en déduit que :

+o0 +o0 e~ +oo 1
0 < / glx)e ™ dx < / e "dr = [ } = —.
0 0 - n

Par le théoreme d’encadrement, on obtient :

+o0o
/ g(x)e " dx — 0.
0

n—-+o0o

Reprenons ’équation obtenue dans la question 5 :

n 1
Z Jy = I — / g(x)e "dx
k=1 0

et passons a la limite quand n tend vers +oo :
T=2hgdpm =%

Exercice 2

L’intégrale I est impropre en 0 et en +o0o. En 0, on a :

cos(at) — cos(bt) = 1— (a;)Q -1+ (b;)g +o(t?) = W + o(t?)
Donc ) )
cos(at) — cos(bt) N (b* —a®)t 0
t 0 2 t—0

L’intégrale I est faussement impropre en 0, donc convergente.



En +o00, effectuons une IPP en posant :

we) = t donc { w(z) = 2

v(t) = Sinéaﬂ - sinébt) v'(t) = cos(at) — cos(bt).

Les fonctions sont C! et le crochet :

[b sin(at) — a Sin(bt)] +00

abt 1

converge. Les hypothéses du théoréeme sont vérifiées. Ainsi, L’intégrale I, en +o0o, est de méme nature que

1 /*OO bsin(at) — asin(bt)
— dt.
ab 1 t2

‘ bsin(at) — asin(bt) ‘ a+b
2 =

too 4
et / 2 dt converge par Riemann.
1

Donc I est convergente également en 400 griace au théoreme de comparaison des fonctions positives.

Quitte a inverser les roles de a et b, on peut supposer que a < b. Comme la fonction ¢ — cost est décroissante

sur [0, 7], on a pour tout € de [0; %] et pour tout ¢ de [ae, be] :

cos(ag) > cos(t) > cos(be)

Ainsi, par croissance de l'intégrale :

be be be
1 t 1
cos(ag) / : dt / 5% gt > cos(be) / n dt

& &€ t &

be t b
cos(ae) In <b> > / S5 at > cos(be)In <>
a ac b a

Les membres de gauche et de droite tendent vers In (%) quand ¢ tend vers 0. Ainsi, par le théoréme d’enca-

drement : )
®cosT b
/ LA — I ()
ae T e—0 a
Soit € dans R* . On pourrait montrer comme dans la question 1, grace a une IPP, que 'intégrale :

/+°° cos(at) it
3

t

v

Soit encore :

est convergente. On a donc :

oo t) — cos(bt oo t o cos(bt
L= / cos(at) — cos( )dt _ / cos(at) gt — / cos( )dt
3 3 £

def t t t

Effectuons le changement de variable T' = at dans la premiere intégrale et T' = bt dans la seconde. On obtient :

[ /JFOOCOSTdT_/JrOOCOSTClT
° we T/a a be T/b b

Donc :

be
T
L - / cos IT

£

I = liml. = In<b>
e—0 a

En utilisant la question Q1, on obtient :



C’est une intégrale de Dirichlet. Cf cours.

Tout d’abord, on peut décomposer .J sous la forme :

400 +00 3
7 — / sin(at) gt _/ sin(bt) gt
0 t 0 t

Effectuons ensuite le changement de variable T' = at dans la premiere intégrale et T" = bt dans la seconde :

+00 o3 +00 o3
J — / SdeT _/ sdeT _ 0
0 T 0 T

@ Tout d’abord, en supposant a > b :

+oo _ _
K — 1/ cos((a — b)t) — cos((a + b)t) Qi = lln <a + b)
2 0 t Q3 a—b
De plus :
_l’_oo . _ . _
Ky — 1/ sin((a + b)t) — sin((a — b)t) i = 0
2 0 t Q5

Si a < b, on inverse les roles de a et b.

Exercice 3

Les fonctions f et t — cos(nt) sont C! sur [a,b], on peut effectuer une intégration par partie :

b
I, = / f(t) cos(nt) dt’
= [f(t)sm ] —/ 1'(t) sin(nt)dt
% f(a )s;n( a)l n s:ln (nb)| / (1) sin(nt) dt

La fonction f’ est continue sur le segment [a, b], elle est donc bornée par un certain réel M. On obtient :

Par théoreme d’encadrement, on en déduit que I,, tend vers 0 quand n tend vers +oo.

Soit (o, ..., xp) une subdivision adaptée a la fonction en escaliers f c’est-a-dire que a = xg, b = , et que les
points de discontinuité de f sont dans I’ensemble {zy,...,zp}. De plus notons \; la valeur de f sur l'intervalle
|zi; xig1[. On a alors :

p—1 Tit1
Z / f(t) cos(nt)dt

i:O Zi

Ti+1
/ cos(nt)dt

[sm nt) } it
no |,

) cos(nt)dt‘

< Z\)\i’
1=0

20\

>

=0

IN

Par théoreme d’encadrement, on en déduit que I, —+> 0.
n—-+0oo



Soit (xg,...,xp) une subdivision adaptée a la fonction continue par morceaux f. Sur chaque |z;;ziq1[, la
fonction f est prolongeable par continuité sur [z;;x;+1] puisque les limites de f aux bornes existent. Cette
fonction est alors continue sur un segment, elle est donc bornée par un certain M;. On a donc :

Vie{0,...,n— 1}, YVt €|z i, |fO)] < M;

Le réel :

M = Max{MUlev ooy M, ‘f($0)|, ’f(i'o)’, SER) ‘f(.%'n)’}

est alors un majorant de |f|, et f est bornée.

Soit ¢’ > 0. Comme f est continue par morceaux, il existe une suite (g,,) de fonctions en escaliers convergeant
uniformément vers f. Ainsi il existe NV dans N, tel que :

11 suffit de prendre &’ = m et g=g,-.

’In’ =

) cos(nt) dt‘

b
f(t) — g(t)) cos(nt)dt + / g(t) cos(nt) dt‘

b
/ g(t) cos(nt) dt’

/a g(t) cos(n )dt’
/abg(t) cos(nt)dt‘

Enfin dans la question 2, on a vu que le lemme de Lebesgues est vrai pour les fonctions en escaliers, donc
pour la fonction g. Le second terme tend vers 0 quand n tend vers +oo. Il est donc inférieur & § & partir d'un
certain rang. On obtient la définition de la limite nulle de I, en +oo.

< / |f(t) — g(t)]| cos(nt)|dt +

< - gnw/ldw
a

S 4
>

IN

Exercice 4

Cf TD

F’_<A)’ B_AB-AB' B _AB-AB' _A B

AT B A4 AB A B
Puis on utilise la question 1.
Soit D un polynome divisant a la fois P et (). Comme P + @Q = R, il divise aussi R. Or les seuls polynomes

divisant P, @ et R sont les polyndémes constants. Ainsi D est constant et, P et () sont premiers entre eux. On
raisonne de méme sur P et R et sur () et R.

=1ldonc FF+G' =0

';U\&)

OnaF+G—%

_FE’:_F'G:F'G:Q:Q
g FG' FF F P

(6] deg(No) =14+ m +n = no(P) +no(Q) + no(R) = no(PQR) car les \; p; et v; sont différents.



En utilisant le 2 ds préliminaires on a :

n m

jad No No
Noy— — -0 0
0F ;plX—)\i z;”x—ui

1=

Enfin XJXD)\i et X]XOW étant des polyndmes pour tout ¢ de {0,...,n}, la fraction No%, est aussi un polynoéme.
De plus deg (XJXOM) = deg (XJXOM) =l+m+n—1=ny(PQR)— 1, donc deg (No%l> < nyo(PQR) — 1. On

. ) . )
raisonne de méme pour la fraction No%.

D’apres 3 on a P%’ = —Q% et aussi
F’ G’
PNy— = —QNy—
vF = @Ng

/ !

Or P et () sont premiers entre eux, d’apres Gauss, @) divise NOF et que P divise Noé.

/

F
@ Comme () divise NOF’ on a :

/

deg(Q) < deg <N01;> < ny(PQR) — 1
De méme pour deg(P). Enfin
deg(R) = deg(P+Q) < Max(deg(P),deg(Q)) < no(PQR) —1

D’ou la preuve du théoreme de Mason.

Si S T et U ne sont pas premiers entre eux, on divise I’équation S™ + T™ = U™ par D" ou D est le pged de
S, T et U. On se rameéne donc au cas ol les polyndmes sont premiers entre eux.

On utilise le théoreme de Mason dans le cas ou P = 5", Q =T1" et R = U", on obtient :

Max (deg(S™),deg(T™),deg(U™)) < no(S"T"U") —1 = no(STU) -1 = no(S) +no(T) +no(U) — 1
Donc

Mazx (n.deg(S),n.deg(T),n.deg(U)) < no(S)+no(T) +no(U) —1 < deg(P) + deg(Q) + deg(R) — 1

En additionnant les 3 équations de la question précédente, on trouve :
n.(deg(S) + deg(T) + deg(U)) < 3(deg(P) + deg(Q) + deg(R)) —3 < 3(deg(P) + deg(Q) + deg(R))

Apres simplification par deg(S) + deg(T) + deg(U), on obtient n < 3



