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Probléme 1

Note importante. Ce sujet est composé de 2 problémes indépendants. Il n'est pas nécessaire de les traiter dans
lordre. Si une question n’est pas résolue, il est possible d’en admettre le résultat, que 'on veillera a correctement citer
lorsqu’on 'utilisera. La clarté de la rédaction et la précision des raisonnements font partie intégrante de 'évaluation
d'une copie. On veillera notamment & | encadrer soigneusement tous les résultats demandés.

Les calculatrices sont interdites

I SYMETRIES ANTICOMMUTANT

Dans tout ce probléme, E est un R-espace vectoriel de dimension finie n. L’application identité de E est notée id, Si f
est un endomorphisme de E, pour toute valeur propre A de f on note Ex(f) = Ker(f — Aid) le sous-espace propre
de f relatif a .

Q1. Dans cette question seulement, E est un R-espace vectoriel de dimension n = 4. On le munit d'une base 5 =
(b1, b2, bs, by) et on considére les endomorphismes u et v représentés dans la base B par les matrices

5 0 6 0 3 1 6 3

o 1 0 0 . -2 0 =3 0
V=110 =5 o0 V=l 1o 2

2 0 2 -1 2 1 3 1

1.a) Montrer que u et v sont des symétries, et vérifier rapidement que vov = —vou.

1.b) Calculer tru et trv; montrer que cela permet de déterminer la dimension des sous-espaces propres de u et de v
(sans avoir a déterminer ces derniers explicitement).

I.c¢) Déterminer une base (eq,es) de Eq(u). Montrer que la famille (e3, e4) définie par e; = v(ey) et ey = v(ez) est
une base de E_q(u).

Si 'on pose £ = (ey, €2, e3,e4), justifier que £ est une base de E et déterminer la matrice représentative de u et
de v dans la base £.

On revient au cas général ; n est maintenant supposé quelconque. Soient u et v deux endomorphismes de E vérifiant

u? =1 =id et wev+uvou=I(.

Q2. Montrer que tr(uowv) = 0.
Q3. Montrer que tru = trv = 0.

Q4. Montrer que E = By (u) ® E_;(u) et expliciter, pour tout vecteur x € E, la décomposition de z dans cette somme
directe.

Q5. Montrer que la dimension de E est paire. On notera n = 2k, avec k un entier naturel.

Q6. Montrer que v(BE1(u)) = E_1(u) et que v(E_i(u)) = E1(u).



Q7. Montrer qu'il existe une base C = (ey, ..., €k, €kt1,...,e;) de E dans laquelle les matrices de u et de v s’écrivent,

par blocs :
_ Nann _ (0T,
m{d“at(u) = ( 0TI, ) et mcat(v) = ( .0 )

I ETUDE DES SERIES OSCILLANTES
Soit d un entier, d = 2. Soit w = (wn)ngl une suite de complexes, périodique de période d, c’est-a-dire telle que
Yn e N* Whd = We.
Dans ce probléme, on s'intéresse a la nature (convergente ou divergente) de la série > u, () de terme général

Wy + )\

Yn =1 U (A) =
n

ou A est un complexe. On note plus simplement u,, = u,,(0) pour tout n = 1.

Q8. Supposons, dans cette question uniquement, qu'il existe un complexe A tel que 3 u,(A) converge. Montrer que,
pour toute valeur g # A, la série Y u,(p) diverge.

Q9. Dans cette question, on choisit A = (0.

n

. - . P . L. . Wi
Pour tout entier naturel n» non nul, on note S,, la somme partielle associée a la série z Un, Cest-d-dire S,, = T
k=1
1 d d
9.a) Pour tout entier naturel m, exprimer m E Windk en fonction de @ = E Wi .
k=1 k=1

9.0) Déterminer un réel « tel que
1 < a 1

9.¢) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur 2 pour que la série 3 (S;m 1y Sm,;) converge.

9.d) Montrer trés soigneusement que la condition obtenue a la question précadente est une condition nécessaire et
suffisante pour que la série Y u,, converge.

Q10. Montrer qu’il existe une unique valeur A € C telle que la série > u, (A) converge.

Q11. Une généralisation Dans cette question, on se donne une suite croissante {an)ﬂ;l de réels, telle que a; > 0

et lim a, = +oo. On suppose que 2 = 0. On pose, pour tout n = 1,
o0

73>
Uy = — et T, = E We-
a'n.

Par souci de commodité, on note également Ty = 0.
11.a) Montrer que la suite (T,,), -, est bornée.

11.b) Montrer que pour tout entier naturel n non nul,

T i 4
1 1 T,
M — T, -
Sy (2 )+
k=1 k=1

k41 (p41

11.c) Montrer que la série ZTR' (l -

ap gt

) converge.

11.d) Montrer que la série ) uy converge.



Probléme II

Dans cette partie, on propose de démontrer un raffinement de la formule de Stirling. On va prouver l'existence
d'une suite (g,,),cp- convergente vers 0 telle que

n
1
Yne N, n!l=+v2mm n 1+—+Q_ﬁ )
e 12n n

too
A -  Pourn &N, onpose I, = / the tdt.
0

Q 8. Montrer que la suite (I,,),,o est bien définie.

Q9. Donner une relation entre 7, et I, , et en déduire que I, = n! pour tout entier naturel n.

B - Cette sous-partie est consacrée & la démonstration de la formule de Stirling classique

n n
n! ~ 2wn (—) : (IL.1)

n—+oo s

Q 10. Sin est un entier naturel non nul, déduire de la question précédente que

+oo
n! = +n (E) / (1 + i) e Wy,
e NG ’

-
Onnote 1 7 . la fonction indicatrice de 'intervalle [—y/n, +oo[ dont on rappelle qu'elle vaut 1 sur [—/n, +00|

et 0 sur |—oc,—/n[. On pose pour n € N* et y € R, f,(y) = 1_ = . ((¥) (1 + i) e W

7

Q 11.  Démontrer que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur R et, pour y € R, préciser lim f, (y).
n——+oo

r—1In(l+ x)
- Rz

Pour z € |—1,+o00[ \ {0} on pose ¢(x) = -

(fn) converge simplement sur R signifie que (f,,(x))_ ~converge pour tout x de R

Q 12.  Justifier que g est prolongeable en une fonction continue sur |—1, +o0c[ que I'on convient de noter
également q.

1
Q 13. Démontrer que, pour tout z > —1, g(x) = f

0

U
1+ux

du.

Q 14.  En déduire que ¢ est une fonction décroissante sur |—1, +o00[ et démontrer que pour tout n € N*,
YyER" fuy)<(+yle” et VyERT, f(y) <eV2

Q 15. Déduire des questions précédentes la formule de Stirling (I1.1).

On admettra que dans les conditions actuelles, on a :

+0o0 +oo oo ‘/—
/ lim fu(y)dy = Jim fa(y)dy et / e tdr =
o0

o D=4 N+ oo f_



C - Pour raffiner la formule de Stirling, on introduit les suites réelles (u,, ),,cn0 (U )nens €6 (W) pepe
définies par :
nlte M ﬁ

Uy = = v, = In(u,) w

1

=, — U,

n
1

Q 16.  Vérifier que w,, oo 1202

1 i . -
+o (—2 et en déduire la nature de la série numérique _ w,,.
n

C.1)  Soient (a, ),y une suite réelle positive et (b,, ),y une suite réelle strictement positive, telles que

" b, et la série numérique S b, converge.
n—r+oo

a

N o1t £ > U. Montrer qu il existe un entier naturel non nul n, & ue
17.  Soit £ > 0. Montrer qu'il exist tier naturel 1 n, tel g

Vn = T, (1 _E}bn < ay < (1 + e}bn

+oo +o0o
Q 18. En déduire que la série numérique Z a,, converge et que les restes vérifient Z a;, ~ Z b;..
TL— 00
k=n ke=n
+oo
1 . : - 1
C.2) Si n est un entier naturel non nul, on pose R, = Z w2
k=n
n+l
Q19 Pour tout n € N, établir que L < e df < !
’ o P 4 (n+1)2 2 T o2
T
Q 20. En déduire un équivalent simple de R, lorsque n — +oc.
C.3)
+oo
Q 21. Déduire des questions précédentes un équivalent de Z w,, lorsque n — +o0.
k=n

Q 22.  En déduire qu’il existe une suite (g, ),y convergente vers 0 telle que

n
Yn e N, nl=+v2mn (E) (1+L+&)_
c n

12n
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