PSI/PC Devoir surveillé n°2

Le 27/09/2023

Calculatrices interdites

Attention : vous devez rendre 2 copies.
Une copie contenant les parties I et II et
une copie contenant les parties III, IV et V.

Soit ag, ai, ..., a, des réels tels que ag < a1 < ... < ay.

Partie I : les polynomes de Lagrange.

1. Soit ¢ € [0,n]. Donner un polynéme L; vérifiant :

(C) ¢ Li(a;

1
=0  pour tout j de {0,...,n} différent de i

2. Montrer que, pour tout ¢ € [|0,n|], il existe un unique polynéme vérifiant les conditions (C)

précédentes.

3. Montrer que la famille § = (Lo, ..., L,) est une base de R, [X]

4. Soient g, ... ,un des réels. Montrer qu’il existe un unique polynéme P vérifiant :

() { P(a;) = p;  pour tout i de {0,...,n}
i) <n

deg(L

Partie II : les polynémes de Tchebychev.

On définit par récurrence la suite de polynémes (7}, ),en par :

{To=1, n=X;

Vn €N, Thyo=2XThi1 —T)

5. Montrer que, pour tout n € N*, le polynéme T}, est de degré n et de coefficient dominant 2"~!.

6. Justifier que, pour tout ¢ € R et tout n € N*, on a : 2 cos(t) cos(nt) = cos((n+1)t)+cos((n—1)t).

7. En déduire que, pour tout n € N, on a T),(cos(t)) = cos(nt)

8. Soit n € N. Déterminer toutes les racines de T;,. En déduire que T, est scindé a racines simples.



’Attention : vous devez changer de copie!

Partie III : Approximation d’une fonction par un polynéme de Lagrange.
Soient I = [a,b] un intervalle de R et f € C"*1(I,R) une application de classe C"*1.

On approche cette fonction f par 'unique polynéme P de R, [X] tel que f(a;) = P(a;) pour tout i
de {0,...,n} (Vexistence et I'unicité de ce polynome a été établie dans la question 4). Le but de cette
partie est de déterminer une majoration de ’erreur commise dans cette approximation.

On rappelle également le théoréeme de Rolle : ”Soit g une fonction dérivable sur |a, b], continue sur

[a, b], alors il existe ¢ dans ]a, b] tel que ¢'(¢) = 0.

n
9. Montrer qu’on a P = Zf(l"k)Lk
k=0

f(n+1)($)’ < M,

11. Pour tout x dans I distinct des a;, on considere la fonction g, (¢) définie de I dans R par :

92(t) = f(t) = P(t) = (f(x) = P(2)) [

k=0

10. Justifier qu’il existe un réel M, tel que : Vo € R,

t— ag

T — ag

Déterminer g, (a;) et g,(x) pour tout i de {0,...,n}
12. En utilisant plusieurs fois le théoreme de Rolle, montrer qu’il existe ¢ dans I tel que gé"“) (c)=0

13. En déduire qu'on a f(z) — P(x) = - aO)(x(; j—li)'" (& = tn) f(n+1)(c)-

14. montrer que :

—a)” 1
swp |f(@)— Pla)] < &=

7 M,
z€(a,b] (TL + 1)'

L’expression sup |f(z) — P(z)| est appelée l'erreur d’approximation, on l’espere petite. L’est-elle ?
z€[a,b]

Partie IV : Deux exemples.

Dans ce paragraphe on considere le cas particulier I = [—1,1] et f € C*®(I,R), les résultats de la
partie précédente s’appliquent donc pour tout entier n. On prend le cas particulier ou les points de
I'interpolation forment une subdivision réguliere de [—1,1], c’est-a-dire ag = —1, a1 = =1+ 2 X %,
as = —1+2x %, cow @p = —1+2x 2 = 1. Attention, les réels ag,a1, ..., a, dépendent tous de n
méme si cela n’apparait pas dans leur notation. De méme, on continue a noter P le polynoéme défini
dans la partie précédente, et c le réel défini dans la question 12, qui eux aussi dépendent de n méme

si cela n’apparait pas dans leurs notations.

15. On prend l'exemple f = sin. Justifier qu'on a sup |f(z) — P(x)] — 0.

ze[—1,1] n—+o0
1
16. On note ici f la fonction définie par f(z) = T2 Soit n € N.
x

(a) Soit n € N. Déterminer le développement limité a 1'ordre n de f. A Daide de la formule de
Taylor-Young (ou autrement), donner la valeur de f(™(0).

(b) En déduire qu'on a My, > (2k)!.

2n+1
¢) Montrer que le majorant ——— M, ne tend pas vers 0.
(c) q ] M p
On peut méme montrer, mais c’est plus difficile, que sup |[f(z) — P(x)| ne tend pas vers 0.

z€[—1,1]



Partie V : Polynéme de meilleure approximation.

On continue & considérer dans ce paragraphe qu’on a I = [—1,1] et on note
km
T = CoS
n+1
pour k dans {0,...,n+ 1}. Le but de ce paragraphe est de choisir au mieux les points ao, .. ., a, pour
minimiser ’erreur. On va montrer que l'erreur est minimale si ’on choisit pour ag,...,a, les racines

de Ty 41, le (n+ 1) polynome de Tchebytchev.

17. Soient bo,. .. ,b, les racines du polynome 7,41 et notons U(X) = (x — bo)(x — b1) ... (z — by).
Déterminer une relation entre U et T},

18. En déduire que, pour tout z € [-1,1], on a |U(x)| < 2%

19. Déterminer U(zy) pour tout k de {0,...,n+ 1}. En déduire que xes[%ol] |U(z)| = 2%

20. Montrer qu’en placant les poij\n}s ag, ..., ap sur les racines du polyn})me de Tchebytchev, on
obtient |f(z) — P(z)| < 2”(72711)'

On peut alors montrer que cette quantité tend toujours vers 0, méme pour de méchantes fonctions.



