Calculatrice interdite

Devoir surveillé 1

Sept. 2023
Algébre linéaire

Counsignes :
e Laqualité de larédaction, de la présentation sont évaluées. En particulier, encadrez ou soulignez vosrésultats,

e Les caleulatrices sont interdites, ainsi que tout autre matériel électronigue.

Exercice 1
Partie I : préliminaires
Dans tout le probleme, on considére la matrice A
-1 1
1. Calenler A2 et A3,

Daus toute la suite on considére trois suites (un)nei, (Un)nen et (wn)nen telles que
Upp1 = 2y — vy + Wy

Upg = 1
=0 ot YneN < vy = Up 4 Wp
Wy = 0 Wy = —Uy + Uy + wy,
tn
On note également, pour tout n € N, X, = [ va
Wa,

“vneN, X, = A"X,,

2. Montrer qu'on a :

3. En déduire en particulier ug, vz, ws.

Partie II : trigonalisation de A
que U'on identifie a des matrices a trois lignes et une colonne

On considére les trois vecteurs snivants de B3,

0 1 0
bi=1(1 by =1 1], by =10
1 0 1

L Justifier que B = (by, ba, b3) est une base de R3.

On note f l'endomorphisme canoniquement associé a A, ¢’est-a-dire Uendomorphisme

R — RS
2 00
5. Montrer que la matrice de f dans la base B est T = 01 1
001

On note P la matrice de Uidentité de la base B (an départ) dans la base canonique (a Uarrivee), ¢est-a-dire la

matrice dont les colonnes sont les décompositions des vecteurs de B dans la base canonique : P =

6. Caleuler P11,

7. Finalement, donner une relation entre 4, P, T et P~1,



Partie III : Calcul des puissances

Onnote T =N+ D on D est une matrice diagonale et on N = (la matrice T est définie dans la

o o o
oo o
o = D

partie précedente).

o0

. Déterminer D ot verifier que N et D commutent.

w0

. Que vaut N™ pour un entier n = 27 Aucunce justification n’est demandée.
10. En déduire Uexpression de T™ pour n € N, On donnera ses neufs coeflicients en fonction de n.
11. Déterminer, pour n € N, une expression de A™ en fonction de T™, P et P71 On pourra utiliser la (.Lu(.‘h'rion

12. Déterminer, pour n € N, Uexpression de wy,, v, et wy, en fonction de n. On pourra utiliser la question

Exercice 2

Pour tout R-espace vectoriel E de dimension n € N, un endomorphisme f e L(E) est dit cyelique lorsqu'il existe
un vectenr v € E tel que la famille (v, f(v), ..., f""(v)) soit une base de lespace vectoriel E.

Partie I : un exemple

RZ2 — R?
Dans cette partie on considére application f : (9;) s (49; _ gy)
v T4y

13. Montrer que f est un endomorphisme de B2,

\ . 1 . . .
14. En considérant le vectenr v = (0), montrer que Uendomorphisme fest eyeligque.

15. Existe-t-il un vecteur non nul w € E non nul tel que (w, f(w)) ne soit pas une base de E'7

Partie II : un contre-exemple

0 -1 1 R — R3
Dans cette partie on considére la matrice M = -1 0 -1 et 'endomorphisme fag :
1 -1 0

canoniquement associé & M (il n'est pas demandé de montrer que fiy est un endomorphisme).

— M

o
Mo B

16. Montrer quon a f%; = fm + 2idps.
17. Montrer que la matrice M est inversible et déterminer son inverse.

18, Justifier que Uendomorphisme fyr n'est pas cvelique.



Partie III : un autre exemple
Dans cette partie on fixe un entier n = 2 et on considére Uapplication A définie sur R, [X] par
VP(X) € Rp[X], A(P(X))=P(X +1)— P(X).
Par exemple on a A(XQ) =(X+ 1}2 —X2=2X +1.
19. Montrer que A est un endomorphisme de R, [X].
20. Soit k€ {0,..., n}. Exprimer A(X*) sous forme développée.

21. Justifier que si P(X) € R, [X] est un polynome non constant, alors deg(A(P(X))) = deg(P(X)) — 1.

8]
8]

. Montrer que U'endomorphisme A est cycligue.

Exercice 3

Dans tout Uexercice n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
& o

On rappelle que, pour 1 < 4,7 < n, on note Ej; la matrice de Myu(R) dont tous les coefficients sont nuls
sauf le coefficient en liegne 4, colonne 7 qui vaut 1.

Partie I : un exemple

. 2 -3
Dans cette partie seulement, on suppose n = 2. On note P = ( 3 1)

23, Justifier que P est inversible et donner P—1.

;MQ[]R) — JMQ(R)
M — PIMP -

Dans la suite de cette partie, on note @ : {
24. Pour M € Ms(R), justifier qu'on a (M) = M si ot seulemnent si M et P commutent.

z ) € M3(R) telles que (M) = M.

[ L . a
25. En déduire les matrices M = (

Partie II : automorphismes intérieurs

JMH(R) — JMH(R}

Dans cette partic P € GL,(R) est une matrice inversible quelconque de M, (R), et onnote ¢ : { V  plyPp

26. Justifier que @ est une application linéaire.

27. Justifier que @ est un automorphisme.

28. Justifier qu'on a : V(M,N) € M,(R)?, ¢(MN) = ¢(M)p(N).



Partie 111 : automorphismes d’anneau

Cette partie établit une réciprogque au résultat va dans la partie précédente. On suppose maintenant que @ est

un antomorphisme de My, (R) vérifiant : ¥(M, N) € M, (R)?, o(MN) = @o(M)p(N).

On rappelle que Ej ; désigne la matrice de My, (R) dont tons les coefficients sont mls sanf le coefficient en ligne 4
colonne 7 qui vaut 1.

29. Soient 4,3, k.l e {1,..., n}. Rappeler sans démonstration la valenr de Ej j x Ej .

Dans toute la suite, on note U; j = @(E; ) et w; j lendomorphisme de R™ canoniguement associé a Uy 5, ¢’est-a-

R" — R"
l. Ty Ty
dire w; j : .
i — '{1_}
In In
e .. o . , 0sij#k
30. Soient 1,4, k1 € {1,...,n}. Déduire de la question [29)qu’on a Ui j O U] = J J # .
' : : uipsij==r
Ty
31, Justifier quil existe un vectenr z = | | € R" tel que uy i (x) # 0.
I'n

Pour tout i € {1,...,n}, on note g; = u;1(x).
32, Justifier que la famille B = (g1, €9,...,&,) forme une base de R™.

33. Soient 4,7 € {1,..., n}. Déterminer la matrice de w;j dans B.

34. En déduire qu'il existe une matrice inversible P vérifiant Vi, 5 € {1,..., n}, ¢(E;;) = P71E;;P.

H H

35. Pour cette matrice P, montrer finalement qu'on a YM € My(R), o(M) =P~ 'MP.



