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Séries - Préhilbertiens réels- 4h

Probléeme
L ) - . 1 o1
2. On prend o = —1/2 dans la relation précédente, on obtient —In(2) = In 5) = In{1-— 3) =
(5)
+oo e 400
2 1
k—1 oY _
> (-1 = |In(2) = Z ST
k=1 k=1
3. ({a} Posons ! #0 i1 i 1, d'aprés la régle de d’Alembert
3. [« SONS Uy, = , = ~ 1, d'aprcs la régle de d’Alembert,
‘ k k(k+1) LUy Ft2 kgee O i
i.ﬂ.:+1
———— a pour rayon de convergenee 1|,
2 kk+1) : &
k=1
De pl ! ! : tout k> 1
 plus, ——— = — — ——— pour tout k .
eIu‘ﬁ.:(ﬁc+l) k k+11m oHE R =
R I
Done, pour tout k > 1. m = r? TRl
+oo zk oo k+1
Or, d*aprés la question 1. en remplacant x par —x, on obtient — Z — =1In(l—x)ct — =
k=1 k k=1 k + 1
+.:x_:. .rf
— =—In(1—2x) —x.
t
=2 _
Ln conclusion,
+oc h1 +oo k +oo 41
T T x
— =l —_— - = —xln(l —x In(l —z)+2=|(1l—a)n(l —x)+=x
Zk(k+]) Zk Zk—t—l ( ) + In( )+ ( ) In( ) +
k=1 k=1 k=1
pour toul z €] — 1, 1[|.
- 1 1. (1) 1
(b} En prenant x = 1/2 dans la relation précédente, on obtient ; m =3 In (E) + 5
oo 1
E].J.Ilﬁ'l;. ; m =1 111(2) .
(—1)kt . ) 1 . N .
4. (a) Z — est une séric alternée avee [ — une suite déeroissante qui tend vers 0 quand &
' "/ k=1

k=1

(_1 k-1
tend veors 4+oo, done, |dlaprds le théordme spécial des séries alternées, E 7 CONVCTge |,
k>1 ’

. (-1, . 2+ . . .
Soit n € N, z € [0, 1], E ~ 2% st une série alternée avee T guite décroissante gui
C k1

k=1 '
tend vers O gquand £ tend vers 4oc.

- I s . IR S G A I [ Ve 1
Done, d'apreés le théoréme spécial des séries aliernées, E | < 2" <
B P n+1 n+1

car, || =2 < L.



Partie 1I.
1. {a) Soi. n € N*,

Ix3x...2n—1)| 1x2x3x4x...x2n—-1)x(2n)  (2n) (2n)!
n2ttinl B n.2"nl2 x 4 x ... x (2n) ©on.2ntipl2nl | p22ntl (pl)2 |

ap =

(b} Formule de Stirling : [n! ~ (E) V2n|.

Nn—r4o0 e

2n\ 2"
_— \.-f’—'l' T
( ) ( e ) nr 22np2n9 Inmw 1
c) Ay~ ~

i~ i
n—+o0c , n\" 2 nstoo N 220t IR 270, nstoo 24/m.n3/2
n.22n+1 ((—) V2mn VT

€

1
Or, Z —— converge car 3/2 > 1.

n3/2

Diaprés le eritére de Péquivalent deg séries 4 termes positifs, E Qy, CONVETEE |.

n>1
s T
2. (a) Soitn e N, I, — I,y = /2 sin®(z)(1 — sin' z))dz = /2 sin®"(x) cos®(x) dz. On fait une
0 0
intégration par parties u'(x) = sin®"(z) cos(z), v(z) = cos(z), u(z) = 1 sin®"*(x) ct
n
v'(x) = —sin(z). w ct v sont de classe C sur [0, 7/2].
E T
At s 2n+ 2 E 1 - 2n42 b Jrﬂ'ﬁ'l
Ainsi, ([, — Lo | = sin?*(z) cos(x —f S x)da = .
ingi, 1 [271 — 8 (x) cos(x) ; S sin“""4(x) da 5+ 1
. . (2n+ 1)1,
b} Dlapres la question précédente, [, = —————.
(b) D’apres la question précédente, I, o 1 2
. : . 2n —1)...(5).(3).(1
D’on, par une récurrence immeédiate, Yn € N*, [, = (2n ). (5).3).1) Iy.
(2n).(2n —2)...(4).(2)
n—1
™ [Tek+1)
Or, Iy = [ 2de ==, done, |Vn eN*, I, = =0 T
L0 Jo Laks 2 . -y + in 2,”..?1! 9 At
N T, sin®" (z)
3. (a) Soit n € N*, pour tout z € [U? o) { fulx) = ——=.
: n
n oo n
On sait que “— agt une série entiéve de rayvon de convergence 1 et, — = —In(1 —y).
1 ; o & ’ ; n ( y)

On a pour tout zy € [0, Z[, | sin®(x)| < 1, don,

+oo
Z fnl(o) converge et Z fulzo) = —In(1 — sin?(x4)) = —In(cos®(zy)) = —21In(cos(z)).
—1

n=1 mn



Ainsi, |1a série de fonction E [ converge simplement vers la fouction f : [U, { — R
nzl T = —2In(cos(x))

ro| =

Appliquons le théoréme d'intégration terme & terme d'une série de fonctions :
— Pour tout n € N*, f,, est continue par morceanx et intégrable sur }[}, %]

. - . . LT
- E fn converge simplement sur vers ](J._ —,} vers foqui est continue par morceatx sur [(J, ) [

n>1
c;1112" 2 ‘:»1112”
= n. . N . P
E / dr = E / E E ma, d'aprés la question I1.2.h),
n
n=1 n=1 u,>l 7:)1
sln n
ar, E a, converge d'aprés T1.1.(¢). Aingi, E E E Tay, CONverge.
n=1 n=1" n>1 ! n=1

|

ro| =

Draprés le théoréme d’intégration terme & terme dune série de fonctions, | f est intégrable sur {[],

ct,

z

+oe +o0
Z”’” = / an )dx = j S(x)dr = / —2In(cos(x))dr =| — In(cos(x)) dz |
n=1 n=1 40

[S1E]

4, On pose [ = /Z In(cos(z))dx et J = / In(sin(z)) dz.

J0 J0

(a) Nous avons montré dans la question précédente que T converge.

(by IT+J = /jln((()b( ))dr—i—/{

+oo s 2
5. Daprés les questions 3.(b) et 1.(h), Z Ay = —g — In(cos(x))de = ——=.1 = Il n(2) |
n=1 0

.. . ™
On part de [ et on pose & = 5 — h avec h — 5 — h de classe C' cst bijective de ]O._ %} SUr [U, El [
ct do = —dh.

5 =
Aingi, | J converge et, [ = / In (cos (g - h,)) (—dh) = / In(sin(z)) dz = J.

40

In(sin(z)) dz = AE In(sin(x) cos(x)) dx = A In (% sin(?:r:)) dx

—1n(2) + (sin(?:r.) Yda = —E ln( ) + /2 In(sin(2z)) dx

(S1E]
vl

[SIE]

- ),

0
Onpose u=2r <= r=73, r— 5 cstde (]dss(‘ C! ot bijective de ] [ sur |0, [ ot do = d“
1 [ . 1 [3
Ainsi, J+J = —Eln(ﬂ)—l——] In(sin(u)) du = —L111(2)+—j In(sin(u)) du+— / In(sin(u)) du.
2 2 Jo 2 2 /o

On pose v = 5 + v dans la derniére intégrale avec v — 5 + v de classe C' et hijective de
[%,ﬂ‘[ ST [ﬂ, %f
, 113 7 m 11 (/3
Alnsi, [+ = —— lu(?)—i——J—{——] In (Sill (L + 'U)) dv=—= In(2)+=J+= / In(cos(v)) dv
22 ) 2 2 22/

I+J——Eln 2) + - (J+f) —

LCn conclusion, | = J = —3 111(2) car I = J.

(I+J) = -g In(2).




Partie II1.

1. r])

1 1 1 1
Z 5 comverge, et, - 2¢ Qﬂ-l—l Z 2i - 2n+1 1 — - 5 ’

i>1 i=n+1 2
1
S . * R - T _I7
Pour tout k € N*, o —22 Z ‘1— o1 — Url
i=k+1
o0 .I +oo 1
Pourtout n € N, R, = Z T ok = Z E(U;‘_.A — Ug).
k=n+1 k=n+1
1 Uy
Diaprés 1.2., — = — GOLVErge.
! ' Z .2k k &
k>1 k>1
+0o U. +o0
A3 1] J— I'ii' 1 . L o R . . R N P - he .
Aingl, R, = Z 7 Z —., on pose 7 = k — 1 dans la premidre somme, on obtient
k=n+1
+o0 +o0 1
R, = = + ——— — — | en posant k = 7 dans la premidre
" Zj-i-l Z r1+1 Z (A+1 k;) P J !
j=n k=n+1
SOMmIne.
Ce nous donne | R
" Z k(k+1) ﬁ. +l
k=n+1
L k tend + U ! L) e Ve >0, 3n0 € N el
orsque k tend vers o0, = — o — € = el que
4 k(1) R(k o 1)2F kr.2k > o :
1
: Uy,
Yk > ng, 0 < W) < ck o
Ainsi, ¢tant donné que les sérics convergent d’aprés la partic L, en sommant les inégalités,
X Uk R |
your k > n avecn > ng, 0 < —— <& =R,.
! V0= 2 i < 2

Cecl nons permel d’en conclure que :

D’apré*‘s les deux questious précédente,

Un Un
= - , — O Rn — = Rn +o Rn ~ Rn-
Z kk+1 Con+1 i, (Fn) n—+1 ( )'n-—>+-:x>
k=n+1
U, 1
Ainsi, |R, ~ — ~ .
n—+o0 N n—too N2
n—1
Soit n € N*, soit ¢ € [0, 1], done, Z(—l)“tFc est la somme des n premicrs termes dune suite
k=0
géométrique de raison —¢ # 1, ot,
— 1— (=1 1 #n
D) A e AR SR R |
i 1+ 1+1 141

On intégre des fonctions continues par morccaux sur [0, 1] ¢t on obtient par lincarité de I'inté-
grale :

1 n 1 i n—1 . fk—’_l 1 n—1 ]_ .1 1 .1 fn
Ytk dt = —1)" |- —dt - (-1 —dt
/0 d =2 (1) [kﬂ} Z / T D /0 1+t

— A;:U




21;:(2) =n
1 n
< |VYneN', §,= (—1)”‘/ dt |
o 1+1
(¢) On fait unc intégration par partics cn posant u(t) = u’(f) =
avee u et v de classe Ctsur [0, 1], Or, ©(0)v(0) =0 ct u( ) 2(%

Adnsi,

Yne N*, S, =

(_1)?1 (_l)vr./l t-n—i—.L
+ dt |
o (

2(n+1) n+1 1+1)2

(d}) Nous avons

0.
(

_1)73

_1)11

Drot,

n+1

1 tn-i—l
|

(a}) Nous avons montré en [L1.{¢) que ay

.w’(t) = (1+t)3 ot i(t) ﬁ

1

—1)" 1 tn+1 -1 t'n+2
(7, ~ b ,en,ogf,ithg/ t““dt:[ =
2(n 4+ 1) notoe 2n Jo (L+1)? Jo n+2],

_1 n _1 T _l "
dt = o ( ) — 0 ( ) . .'dillsj.; S'n. ~ ( ) '
] o n—+4oc 21

1
e 2RI

Soit € > 0, AN € N tel que V& > N

Or, 7k3%/%2 > 0, done.

ﬁ
n 4+ 2 no+too

Tk — 1| <e <= 1—¢ < 2qmk?*? <1 +e¢.

1 1
(L—¢) s <ap < (l+¢) ;
2/mk? 2y/mk?
(b} Pour tout entier £ > 2, on a Vi € [k — 1, k|, LL% < 13 cn intégrant sur [k — 1, k], on obtient
tZ
1 Fodt
5 = I
k2 k-112 .
ar 1
De méme, Vt € [k, k + 1], 5 < -5, en intégrant sur [k, k + 1], on obticnt / (—,, < —.
tz2 k2 Jr otz k2

Fn conelusion,

Vk > 2,

}r.—|—1 . E
k t2 M k-1 12

(¢) Traprés 195' deux qumtiom précédentes, VE > N, quitte a supposer ¢ < 1,

(1-e)

Zf

k+1

<a.k<(1+s);_( 1 +¢&)—r= :

_5)

>t

1
o2v/mkz — 2\/Tk? 27 Sy t7

Fodt

—D0
tant donné que E a, converge ot que f 7372 converge, alors, pour tout n > N, en sommant
. 1372

les inégalités pour k& compris enlre n + 1 ¢l 400, on obiicnl. :

(1—

M.w| =

kA1 +o0
/ Z < (1+¢)
2\/_k =n+l 2\/_

— |(1-

+oo
(d) On af

Alnsi, avee la question précedente, Ve > 0, AN € N, tel que ¥n > N,

(1—¢)

1

27

1t

3
2

-1 +"’c<h‘<T<( ) /+"° ,
2\/_ ntl 12 i 2\/E fé

dt /*“’
iz n

n+1

fat— -2t

1 2 1
(1—¢)———=<T,
2/ \/n m(n + 1)

it

k=n+1

<

(1+¢)

>[5

1
v




1 1

o~
m(n+ 1) n—=toe /7N

Ftant donné que ., on en conclut que @

1
T, ~

n——+oo mh

A. T procédant comme en 1111, et en parta,nt de W’v e N*, 2% = Up_1 — U, on obtient :

L k— UIL
c—1 > ' |
—_— = E —_— 0T POSANRT 7 = I ] d'd-ll.f lf:]. STOT ]ﬁ o

somme, car les séries mm ergent toute‘: c] apres Id p._utle 1.

‘/';r. -

i U, 1 U, 2U,
l/-- = —_ = — .
"o (n+2)(n+1) Z k+l (k+z k) (n+2)(n+1) ;m E(k+1)(k+2)

k
D T
; , 20 ,
En procédant comme en [[[.1.¢), on monire que E o(V,)-
k(k+1)(k+ 2)
k=n+1
{’JT?P L] U‘H J'
Ainsi, Vi, +o(V,) = ' s dow |V~ — o~ 5o |
(n+2)(n+1) notoe N2 nosdoo n220
5. Nous avons trouve les équivalents suivants des restes des quatre séries convergentes
U Ly, LS CU" !
" notoo n27° " notoo 02277 T netoe 2n ) " oo Jrn

. 1 1 1 1 1
Or. =0 . =0 (1" ( )" =0 }
© p22n n2n ) n2n 2n 2n v

1
Afngi, |la série Z W est celle qui converge le plus rapidement | et,

la série E ap (qui converge le moing rapidement |.
k>1

Exercice 2
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Exercice 2

Ona:

sin(n?)

nymn

Les séries sont & termes positifs

1
= 372

1 it e
75 st convergente.

D’aprés Riemann la série 3 —

D’apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la série (a) converge.

Puisque :
Y 1) = 3 (1) 1
sin (rrn + 'n.) = (—1)"sin (n)

on a affaire a une série alternée. Elle est donc convergente.

A Taide d'un développement limité, on obtient :
1 (=" L (=D (1>
—In|1+ = — +0 —
27 n 2w\ NG
—-1)" 1
SR Yo (o
n n3/
La premiére série est une série alternée, elle est donc convergente. On compare la seconde série a la série
p ) g F
de Riemann ) ﬁ qui converge. Ainsi la seconde série est également convergente grace au théoréme de

comparaison des séries a termes positifs. La série (¢) est donc convergente car c¢’est la somme de deux séries
convergentes.

@ Grice & une manipulation sur les puissances, on obtient :

1 1 1
2w T X mewEm — 2@

Ainsi la série est une série de Riemann divergente car In(2) < In(e) = 1.



