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Correction - 4h

A. Equations algébriques réciproques

n 1 mn 7
1. Posons P = Zu..ka ,onau,(P)=X"P (E) - Za.kX”-—’f- - Zr}.n_ka € R, [X]
k=0 k=0 k=0

u, est linéaire ( immeédiat ) . u2 (P) = u, (ZakX”_"') = Za;.-_Xk = P (X) pour tout P € E,
k=0 k=0

Donc u,, est une symétrie .

n

2. Soit n =deg (P) , Zn,kX’“ , alors
k=0
e P € P si et seulement si u, (P) = P ce qui est équivalent a a,_; = a; pour tout k € {0,1,....,n} .

e P € Dsi et seulement si u,, (P) = —P ce qui est équivalent & a,,_; = —ay, pour tout k € {0,1,...,n}

1
3. Notons que si deg (R) = n , alors R € P U D si et seulement si X" R (}) =eR(X)oue € {-1,1}.

Ainsi x est une racine de R < R(x) =0 < z"R (l) =0&R (%) =0.

£

SSReD,R(X)=-X"R (%) donc R (1) = —R (1) ce qui donne que R (1) =0 .

vy

Si R € P et n=deg(R) est impair , alors R(-1)=(-1)"R(-1)=—R(-1)donc R(-1)=0.
4. Soit P,Q, R € R[X] , avec P = QR , deg(Q) = n et deg(R) =m , donc p=m + n = deg (Q) .

1 1
e Supposonsque @, R e PUD ,=Q (X) = X"Q (}) ete/R(X)=X"R (}) avece, e’ € {—1,1}

donc

ee' XPP (%) =eX"Q (%) x ' X™R (%) =Q(X)R(X),donc Pe PUD .

Py

e Supposons que P € PUD et Q € PUD |, alors , il existe ¢, € {—1,1} tels que : eQ(X) =

n i ! _ m+n i
X Q(X) et &P (X) = X P(X) .
Onac’P(X) = X" P (=) donceQ (X)R(X) = xmQ (=) R(=) =xmQ (L) x"r(~) =

X N X X X X

. 1
sQ(X)X"R | —
Qw0 x ()

Py

Donc £/R(X) =cX"R (l}() ce qui donne que R (X) =&cX"R (%) ( % =ccare e {—1,1}).

Si ee’ =1 c'est-a-dire @, R sont de méme espéce , alors Q € P .
Si ge’ = —1 c'est-a-dire @), R sont d’especes différentes, alors @ € D .



5. Soit Pe P ,ona X —1&D, dapres la question précedente ,on a (X —1)P € D
Supposons que D € D | d’aprés 3°) , 1 est une racine de P , donc on peut écrire D = (X — 1) P
D’autre part , D € D et (X —1) € D, donc d’apres la question précedente P € P .

6. De méme si deg (P) = n est impair et P € P | alors d’aprés 3°) , —1 est une racine de P , on peut
écrire P = (X +1)D
onaX+1lePetPeP doncDeP.
Réciproquement si D € P ,ona X +1€P ,donc (X +1)DeP.

7. Remarquons que (*) (X + i) (Xp + L) = Xptl 4 + Xpr1 4

X X7 o < pour p € N*,

Posons Pp =2, Pp=X et P,y = XP,— P,y ,onadeg(P,)=n.

1 1
Pour n = 0 et n = 1 c’est vérifiée , supposons que X* + <F = Py (X + E) pour tout k£ < n ,

alors

! & 1 1 T 1 n— 1 n
d'apres (*) ) Pn-i—l (X + E) = (X + E) (X +ﬁ) - (X ! + X”_l) =X + + Nl

1 1 1
Reste a établir 'unicité . Suppons qu’il existe T}, tel que : X ”'-l-% =T, (X + —) =P, (X + —)
alors pour tout 6 € R , T}, (¢ + ¢'=%) = P, (¢’ 4+ =) cest-a-dire T, (2cosf) = P, (2cos0)

Les polynémes P, et T;, coincident sur une partie infinie de R , donc P, =T, .

1
8. Posons m = deg(R), alors R(X) = eX"R (Y)’ si n est impair alors —1 serait une racine (
question 3°) ce qui est absurde , donc n est pair . Si e = —1 alors 1 serait une racine ( question 3°)
,ce qui est absurde

Posons m = 2n , R(X) = a9, X*" + ... +ag avec ag = ag, # 0. On a R € P, donc ay,, . = a; , donc
R peut s’écrire

R=aX?" +a; X" '+ . ap 1 X" +a, X"+ a,_ 1 X"+ ...+ apX + ag . donc

1 1 1
R(X) = Xn [a-g (Xﬂ' + F) + ay (Xn_l + Xﬂ_l) ‘f‘ +(ln:| = Xﬂ' [GDRL (X -+ }) + —f— (LU:|

1
Posons P(X) = aoP, (X)+ a1 Py (X) + ... + a,, , alors R(X) = X"P (X + Y) )

On a R(0) = ap # 0, donc :
1
Ainsi P () = 0 si et seulement si P (;1: + }) =0

On n’a pas unicité puisque AP vérifie aussi I'équivalence .

Si A € R[X] est un polynome qui ne s’annule pas AP vérifie aussi ( exemple A (X) = X2 +1),
donc il n'y pas d'unicité du degré .

B. Un probléme de dénombrement .

9. Si (”k)(lgkg_?i € Sijalors 0 < uy, <0 pour tout ke {0,1,....j} , donc S;; C {0,1, ,J}? , comme
{0, 1,...,j}" est fini de cardinal (j + 1)*, donc S;; est aussi fini . S} ; = Sp; U S ;U...US;; donc
fini .

Si (uk)ogkgﬂ_l € Sip1j,alorsug =1et ug+ur + ... +uip1 = j, donc ug +uy + ... +u; < j avec
Up = 1



10.

11.

12.
13.

14.

!

Ce qui donne que (up)ycpe; € S i

. VA
définie .
¢ est évident injective .
Soit v = (v, vq, ..., ;) € S!

VA

donc ¢ : Sip1; — u = (uk)ogk_gﬂ > U0, est bien

Posons u, = v pour 0 < k <ietujy=j—(vp+v1+...+v;),ona
vo+vy+...+v; < j,doncuy € N deplus ug+... 4+ = et ug = vy = 1, done ('u'k-)ogkgiﬂ € Sij
et ¢(u)=v

Donc ¢ est surjective .

Ona S, ;= {u=(up,uy,...,u;) / ug=1et up +uy + ... + u; < j + 1} , notons Ty et Tples ensem-
bles :

T, = {’u, = (ur) € {11/ wo+ur+ ... +u;=j+ l} et Th = {'u.. = (ux) € S} 41/ uo =1 et ug +uy + ...

{17, T3} est une partition de S} ;, , Card (T\) = s; ;41 et Card(Ty) = s} ; donc 8} ;) = 8; 41 + 8]

Ona i, = Sij1501 + 54 ; , D'autre part , d’aprés la question précedente ,¢ est bijective ,
> ity .
donc i = Sitlj
ce qui donne que S;.1 11 = S donc: st .., =8 ..+ ;
Ji+1.741 Pig+1l © il 4] P+l T P4l
On va faire récurrence sur i + j = p .
Pour p = 0 et p = 1 ¢’est immeédiat & vérifier . Supposons que pour tout (i,7) tel que i+ j = p
(i PR VR ;o (i+i-2 -2y _ (i+i—1
Soit (i,j) tel que i+ j =p+1,onas;; =s_,;+5 ;1= ( 2 ) + ( ! ) = ( ! )
Y (-1 fij-2y _ fi4f-2
Sij = Sij 7 Sij-1 = ( i ) ( i ) - ( i—1 )
C. Polynéme caractéristique d’un produit de matrices .

Si A est inversible , alors A=!' (AB) A = BA , AB et BA sont semblables , donc ® 45 = ®5,4 .

Si A n’est pas inversible , notons Ay, Aa, ..., A, les valeurs propres ( distinctes ) complexes de A4 ,
supposons que |[A;| < [As] < ... < |\, 0 € Sp(A), donc Ay = 0. Pour k assez grand , on a

0<E<|/\2|’

1 1
donc % ¢ Sp(A) ,ainsi Ay = A — EIH € GL, (R) et d’apres ce qui précede , on a .
Pour tout A € R | det (AB — A\I,,) = det (BA, — Al,) , par continuité de A +— det (A) , on a :
det (AB — \I,,) = det (BA — \I,,)) pour tout A € R

Donce (I)AB = (I)BA .
D. Etude spéctrale de certaines matrices .

itj—2
i—1

e Pourn=0,5=(1),

'Pourn:l;»?:(% é)ﬂ(pS:Xz_?)X‘l‘laP:(ltﬁ/g \/52_1),}’—1313:()\1 U)

Onas;; = ( ) = s, donc la matrice S est symétrique réelle , donc diagonalisable .

0 X
3 1 1 3
avec \y = — — — st Mg = — - .
avec A\ 573 bet Ay 2\/5+2
111 -2 2 -2
0P0urn=2}8=(1 2 3),&l’aﬁdedemaple,(ma:P: ~1 1++15 V151
1 36 1 5+V15 V155
1 0 0
P71SP = 0 4++/15 0 , Og = — (X3 —0X?2 +9X — 1)
0 0 4 —+/15

+1



1
15. Pour tout P € R, [X], la fonction ¢ — P (t)e™" est continue et P (t)e " =0 (t_2) donc intégrable
ainsi v est bien définie , les autres propriétés sont immeédiates & vérifier .
16. C’est une famille de polynomes de R,, [X] ,degrés echelonnées donc libre et puisque son cardinal est
égal an+1
Donc c’est une base .
Y . AR (i +J)!
A l'aide d'une intégration par parties , on a : t"e tdt = n!, donc ¢ (B;, B;) = =
iy 0 ' ily!
(%J[J) = Sit1,4+1 -
Done matp () = (Si41,j+1)
aussi définie positive .

0<ijn = (5i4); <ijeny1 © €t comme 1 est définie positive , donc S est

Le rang de S et de S’ sont égaux a est égale da n +1 .

17. D’apres la formule de Leibniz , f; @) (1) est de la forme Q; (t)e™" = o (tik) .
t——+o0
; (- ()" - [y ier
Onaf }(t) _ CP ta (P)( t r) _ t: —p _ (_1) i tz Ple ]
> > 2 G

i

(@ i p p i—p vi—p i—p ~p
Donc(_l)‘&eizz%x—p_z 1) C fp_z()icitp_f%(,)_

1! nl
p=0 p=0 p

+oa 1zt optoo
Li(t) L, () e tdt = / Li(t)Lj(t}e_*dtz% /0 FO@) L, (1)

0

+0o
18. Pourj <i,ona: ¢ (L; L;) = /
0

X : X X
A Tl'aide d'une intégration par parties , on a / f,‘,-_(l) (t)L; (t)dt = [fi(‘_l) (t) L, (t)} . —/ f,‘,-l(z_l) (t) L (t) dt
0 0

D’autre part au voisinage de 0, on a f; (1) = o (t'"') , donc d’apreés Taylor-young , on a fi(p ) (0)=0
,pour p<i—1

Et on a en +oo , f7V (t) = o(t77) , donc L, (t) £ (1) — 0 en +oc , par suite :

+oo +oo .

/ f{? (t) L; (t)dt = / j;-_(i_l) (t) L (t) dt, puis des intégrations par parties successives , on
0 0 ’

a:

+o0 ) +00 ) )
/ 91 L; (t)dt = (1) /0 £ (1 L;k} () dt , en particulier pour k = j | L;J) est constant

0
, donc
—+0o ) ) +oo o . +oo
[ iPwnmd= e [ D = [170 0] " -0
0 ’ 0 0
+oo 1 +oo ) 1 +o0 )
Pouri = j, le méme travail donne /0 SOy Ly (t)ydt = i/, L)LY () dt = i/, fi () L () di

i

t N
D’autre part ,on a L; () = =+ .., donc LW (#) =1, ce qui donne que :
il

+f00 i 1 [tee 1 [t
/ fi ) (t) Li (t)dt = - fi(t)dt = _l/ t'e~tdt = i!, donc
0

0 ‘ 0 ?--

Y (Li, L;) / FO () Ly (8 dt = 1.



k

19. Pour P = X* ona7(P)(X)=(X-1)"=>"(-1)"crxt

p=0
k

Onar1(P) (X):P(X+1)=ZO§Xk

cy 0 ey .. 0 Gy (=1) €Y (=173 -+ (-1)"Cy

0 ¢l Cl ct 0 (-1°ct (-1)'c o iyet
Donc U = o o . 3 et T = 0 0 (—1)GC§ E :

., . Cn—l (_ ) Cn 1

0 v oo 0 O 0 0 (-1°C

i i—p P i .
OnaL;(t) = Z()i!ctp = Z (—=1)""?C?B, (t) , donc la matrice de passage de B dans £
p=0 p: p=0
est égal a T .

OnaTl=Ps,,doncU=T".
S = matp (V) et L étant orthonormée , donc mat, () = I, , ce qui donne que ‘T'ST = I,
Donc S = ‘T~ 'T'= U U.
On a det (5) = (det (U))2 =1 et aussi det S" =
20. 7: P(X)— P(X +1)etnotons d: P(X)— P(—X) ,la matrice d dans la base canonique est D

)

donc (7d) (P (X)) = P(—=1— X)) , donc (d7)* (P (X)) = P(X) , donc (UD)? = id , ce qui s'écrit
matriciellement

(DU) = 1,1 ,donc DUDU = I,,,, par suite U} = DUD .

D’autre part S~' = U~! (‘U)"" = (DUD)* (DUD) = DU (D 'D)UD = DU 'UD = D (U ‘U ) D!
(D'=D=1'D )

Donc S1 est semblable a {UU .

21. S~ et U 'U sont semblables , donc ont le méme polynéme caractéristiques

det (U U — X1I,,) =det (S' — X1I,41) = (—X)" " det (}nﬂ —~ %S—l) = (—X)" " det (S71) det (s —~

—(20" et (57 s () = (X0 s () Cpuisaue e (7)< ).

Ordet (U'U — X1I,41) =det ('UU — X1I,.1) =det (S — XI,41) = P5(X) donc
(—X)* g (= ) = & (X)
s\x)=2s

Ainsi @ un polynome réciproque
Si n est pair &g € D , sinon &g € P .
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