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DS n°01

Corrigé.

Exercice 1 : suites et calcul matriciel

Partie I : préliminaires

2 -1 1
Dans tout le probléme, on considére la matrice A = 0 1 1
-1 1 1
1. Calculer A2 et A3.
3 -2 2 4 -3 3
Aprés calcul : A% = -1 2 2 et A3 = -4 5 3
-3 3 1 -7 7 1

Dans toute la suite on considére trois suites (up)nenN, (Vn)nen €t (wn)nen telles que

ug =1 Up41 = 2Up — Up + Wy
v9=20 et Vne N, vpp1 = U + Wy,
wo =0 Wp41 = —Un + Up + Wy

Un
On note également, pour tout n € N, X, = (Un)

Wn

2. Montrer qu'on a : Vn € N, X, = A" Xj.
Le systéme (la relation de récurrence) qui définit les suites peut sécrire Vn € N, AX,, = X,,+1. On montre
alors le résultat demandé sans difficulté par récurrence :
Initialisation : Par définition on a A° = I3 et donc A°Xy = I3X) = Xo.
La propriété est bien vérifiée au rang 0.

Heredité : Soit n € N et supposons X,, = A"Xjy. On a alors, d’aprés la reformulation du systéme vue
précédemment, X, 11 = AX,, = A x A"Xy = A"T1X,.

La propriété est donc bien héréditaire.
Conclusion : La propriété est vraie au rang 0, et elle est héréditaire, elle est donc vraie pour tout en-

tier n € N.

3. En déduire en particulier us, vs, ws.

4 -3 3
us3 1
On a en particulier [ v | = X3 = 43X, = -4 5 3 0 |, et comme multiplier une matrice par
w3 _7 7 1 0
1 uz = 4
<0> consiste & sélectionner la premiére colonne de cette matrice, on concut : { vz = —4
0
w3 = -7

Autre méthode possible : on les calcule de proche en proche a I'aide du systéme (la relation de récurrence)
qui définit les suites.
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Partie II : trigonalisation de A

On considére les trois vecteurs suivants de R, que l'on identifie & des matrices & trois lignes et une colonne :

0 1 0
bi=1{1]), bp=11]), by =10
1 0 1
4. Justifier que B = (b, ba, b3) est une base de R3.

C’est une famille formée de 3 = dim(R3) vecteurs de R, il suffit donc pour montrer que c’est une base de
montrer sa liberté, ce qu’on fait ci-dessous.

0
Considérons une combinaison linéaire nulle des trois vecteurs : aby + Sby + vb3 = (0).
0

p=0
Celle-ci peut se réécrire ¢ a+ =0 .
a+v=0

La premiére ligne donne directement g = 0.

En réinjectant ceci dans la deuxiéme ligne on obtient directement o = 0.

Puis en réinjectant ceci dans la deuxiéme ligne on obtient directement v = 0.

Finalement on a o = § = v = 0, ce qui signifie que notre combinaison linéaire nulle est nécessairement
triviale. D’ou la liberté de la famille, ce qui implique comme on I’a vu que c’est une base.

On note f I'endomorphisme canoniquement associé & A, c’est-a-dire ’endomorphisme

R} — R3
") - a0)
0
1
0

5. Montrer que la matrice de f dans la base B est T =

O O N
== O

I .
Par définition, la matrice de f dans la base B est T = Matgp(f) = | [f(b1) f(b2) f(b3)

s 15 s

0 0 ’ 2
><1> = <2> = 2b; et donc  f(by)= <O>

1 2 ’B 0

1 1 | 0
> (1) = (1) = by et donc  f(be)= <1>

0 0 P 0

0 1 | 0
) (O) = <1> = by + b3 et donc  f(b3)= (1)

1 1 ’B 1

On note P la matrice de I'identité de la base B dans la base canonique, c’est-a-dire la matrice dont les colonnes

Calculons : @ f(by) = A x b =

o

=

_ = |
AN

— =

o f(by) = Axby=

o
N
.

N
[

[}

|

—
— =

-.f(bs)—Axbg—< 0 1

|
—
—
—

010
sont les décompositions des vecteurs de B dans la base canonique : P = 1 10
1 01
6. Calculer P~ 1.
-1 1 0
Tous calculs faits (par exemple avec I’algorithme du Pivot de Gauss) : P~! = 1 0 0
1 -1 1
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7. Finalement, donner une relation entre A, P, T et P~

D’aprés le cours on a A = Matc, c(f) = Mateg(id)Matg. 5(f)Matg.c(id) = PTP~L.

Partie III : Calcul des puissances

0 00
On note T'= N + D ou D est une matrice diagonaleetou N=|( 0 0 1
0 00
8. Déterminer D et vérifier que N et D commutent.
2 00 000 2 00
OnaD=T-N=|( 0 1 1 — < 0 0 1 ) = 01 0 qui est bien diagonale.
0 0 1 000 0 0 1
2 00 0 00 0 00 0 00 2 00
Et donc 010 X OOl) 0 0 1 = 0 0 1 X 010 e
0 0 1 0 00 0 00 0 00 0 0 1
DN = N = ND et en particulier N et D commutent.

9. Que vaut N" pour un entier n > 27 Aucune justification n’est demandée.
Pour tout entier n > 2 on a N™ = (0). On pourrait le montrer facilement par récurrence.
10. En déduire I'expression de T™ pour n € N. On donnera ses neufs coefficients en fonction de n.

Comme N et D commutent, on peut appliquer la formule du binéme de Newton :
™ = (N+D)”

£

k=0

1
= Z (Z) N* D" * puisqu’on a N* = (0) pour k > 2
k=0

= (IND" 4 (NI

— D"‘JrnND"_l
20 0 0 0 0 20 0
= 0 1 0 +n 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 1
2" 0 0 0 0
= 0O 1 0 +n 0 0 1
0 0 1 0 00
2" 0 0
= 0 1
0 1
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On peut aussi procéder par récurrence sans utiliser le binéme.

11. Déterminer, pour n € N, une expression de A™ en fonction de T, P et P~!. On pourra utiliser la question
Ona A" = (PTP~')" = PTP7'PTP'PTP~'P... PT'PTP~! = PT"P~! aprés télescopage.

12. Déterminer, pour n € N, ’expression de u,, v, et w, en fonction de n. On pourra utiliser la question

Un 1 Un,
On a vu qu'on a X,, = A"Xy, i.e. (vn) = A™[ o0 |. Autrement dit (vn> est la premiére colonne de
0

Wn, Wn,

010 2 0 0 -1 1 0 n+1 -n n

A" = PT"P~' = 1 1 0 0 1 n 1 0 0 )= n-2"+1 2"~n n | (i
1 01 0 0 1 1 -1 1 1—-2" 2" —1 1

n’est d’ailleurs pas utile d’effectuer tout le calcul de PT"P~! pour déterminer sa premiére colonne).
Up, =n+ 1

En conclusionon a { v, =n—2"+1 .
w, =1—2"

Exercice 2 : endomorphismes cycliques

Pour tout R-espace vectoriel E' de dimension n € N, un endomorphisme f € L(F) est dit cyclique lorsqu’il existe
un vecteur v € E tel que la famille (v, f(v),..., f" 1(v)) soit une base de I’espace vectoriel E.

Partie I : un exemple

R?2 — R?
Dans cette partie on considére 'application f : <z> o (4m _ gy) .
Y z+y

13. Montrer que f est un endomorphisme de R2.

e L’application f est définie sur I'espace vectoriel R? et & valeurs dans le méme espace vectoriel R2.

e Reste a montrer que f est linéaire. Pour cela les deux méthodes les plus simples ici sont :
— La définition.
. z z! 9 . x x! o Az + px’ (A4 pa’) =2y + py)
Soient (y), (y/) eR ,SOlent )\,M € R. On af ()\(y) + M(y/)) = f <<>\y+uy’>> = < Az + pa') + Oy + py') )

(M —2y) + p(dx’ —2y)\ 4o — 2y 4z’ —2y"\ T z! ) P
_< Mo+ 9) + e+ 1) )—A<w+y)+u<w/+y/)—Af(y)+,uf(y,).Dou1ahnear1te.

— La propriété fondamentale.

L R* — R? 4 -2 .
L’application f est la forme (;;) M x @) avec M = < 11 >, elle est donc linéaire.

14. En considérant le vecteur v = (é), montrer que I’endomorphisme f est cyclique.

Notons v = (é) On calcule : f(v) = (?) Les vecteurs v et f(v) sont non colinéaires donc la famille

(v, f(v)) est libre. C’est une famille de deux vecteurs de I’espace R? qui est de dimension 2, donc c’en est
une base. Ceci montre que f est cyclique.
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15.

Existe-t-il un vecteur w € E non nul tel que (w, f(w)) ne soit pas une base de E 7

Comme toute famille formée de deux vecteurs non colinéaire forme une base, la question est de savoir s’il

existe un vecteur non nul w € R? tel que w et f(w) soient coliéaires. On cherche donc w = (g) € R? tel

que f(Z) / (f/), autrement dit tel qu’il existe A € R pour lequel f@) = )\@) 1. €.

{4x72y:)\x : {(47)\):r72y:()
T+y=Ay r+(1=XNy=0

N ., N . x 0 . - ..
C’est un systeme linéaire homogeéne : clairement (y) = (0> est une solution mais nous cherchons ici des

solutions non nulles, il faudrait donc que le systéme n’ait pas une unique solution, donc que son déterminant

4 I A 1:2)\ ‘ = A2 —5X+6 = (A—2)(X—3). Il est donc nécessaire de prendre A = 2 ou

A = 3. Prenons par exemple A = 3, on trouve que 'ensemble des solutions du systéme est Vect G) Ouf!

soit nul. Il vaut ‘

On prend w = G) on trouve f(w) = 2w et (w, f(w)) n’est pas une base de R2.

Remargque : si par contemplation on trouve tout seul un vecteur w tel que f(w) / w, comme par exemple

w = G) ouw = G), c’est imparable (mais il faut tout de méme calculer f(w) pour établir la colinéarité).

Partie II : un contre-exemple

Dans cette partie on considére la matrice M = -1 0 -1 et 'endomorphisme fj : (z) M (“”)

0 -1 1 R} — R3

Y
z

1 -1 0

z

canoniquement associé¢ & M (il n’est pas demandé de montrer que fjs est un endomorphisme).

16.

17.

18.

Montrer qu’on a f]%/[ = far + 2idgs.

2 -1 1

On calcule : M? = -1 2 -1 donc M? — M = 213 et donc f]%4 — fum = 2idps ce qui donne le
1 -1 2

résultat demandé.

Montrer que la matrice M est inversible et déterminer son inverse.

On repart de M? — M = 2I3. On a donc MM;IC‘ = I3 donc @ est un inverse & droite de M, et

comme M est une matrice carrée, c’est son inverse tout court : M est inversible et M ™! = # =
-1 -1 1

1

51 -1 -1 —1
1 -1 -1

Justifier que 'endomorphisme fj; n’est pas cyclique.

Pour tout v € R? on a f2,(v) = far(v) + 2v ce qui montre que la famille (v, far(v), f3,(v)) est toujours
lice, ce ne peut donc jamais étre une base de R3.
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Partie III : un autre exemple
Dans cette partie on fixe un entier n > 2 et on considére I'application A définie sur R,,[X] par
VP(X) € R,[X], A(P(X))=P(X+1)— P(X).

Par exemple on a A(X?) = (X +1)2 - X2 =2X + 1.

19. Montrer que A est un endomorphisme de R,,[X].

e Linéarité : soient P(X), Q(X) € R, [X], soient A\, u € R.
Ona: AMP(X)+pQ(X)) = (AP +upQ)(X +1)— (AP + pQ)(X)
= (\p(x+1) +uQ(X+1)) — (AP(X) + pQ(X))
- A(P(X +1)— P(X)) '
= AM(PX)) + pA(Q(X))
e Soit P(X) € R,[X]. Alors P(X +1) est de méme degré que P(X) donc A(P(X)) = P(X+1)—P(X) est
la différence de deux polynomes de degré < n, c’est donc aussi un polynome de degré < n puisque R, [X]

est un sous-espace vectoriel (on va voir plus bas qu’il est méme de degré < n — 1, mais pour voir que c’est
un endomorphisme ce qu’on doit montrer c’est que son degré est < n).

20. Soit k € {0,...,n}. Exprimer A(X¥) sous forme développée.

Ona:AXF) = (X+1F—-X¥ (par définition)
k .
= > (?)Xl — X*  (bindme de Newton)
=l
= > (Hx (Chasles)
=0

21. Justifier que si P(X) € R,[X] est un polynéme non constant, alors deg(A(P(X))) = deg(P(X)) — 1.

d d
Notons P(X) = 3 a1 X* avec ag # 0. Par linéarite A(P(X)) = 3 arA(XF¥). C’est une somme des
k=0 k=0
polynomes de degré < d — 1 a I'expection de A(X?) qui est de degré d — 1. Donc A(P(X)) est de degré

d—1.
22. Montrer que 'endomorphisme A est cyclique.
La famille (A™(X™), A"~ 1(X™), ... A(X™), X™) est une famille de n + 1 polynomes de R, [X] échelonnée

en degrés donc c’est une base de R, [X]. C’est donc aussi le cas de (X", A(X™),..., A"} X"), A"(X"))
qui comprend les mémes vecteurs. Donc A est bien un endomorphisme cyclique.
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Exercice 3 : des automorphismes de M, (R)

Dans tout ’exercice n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On rappelle que, pour 1 < 4,j < n, on note E;; la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont nuls
sauf le coefficient en ligne i, colonne j qui vaut 1.

Partie I : un exemple

. 9 _
Dans cette partie seulement, on suppose n = 2. On note P = < 3 _i )

23. Justifier que P est inversible et donner P~!.
La matrice a pour déterminant ad — bec = 2 x (—4) — (=3) x 3 =1 # 0, elle est donc inversible d’inverse
1 d b\ (-4 3
ad=bc \ —¢ g )  \ =3 2 )"
On peut aussi utiliser les opérations élémentaires :
(PI1)= (3 2o V) ch,, (e S0 1)k (o A5 2) ha (o 93 5) = ()P

My(R) —  My(R)
M — P IMP

Dans la suite de cette partie, on note ¢ : {
24. Pour M € My(R), justifier qu'on a @(M) = M si et seulement si M et P commutent.
En effet, ona: o(M)=M <= P 'MP=M <= MP=PM.

a b

25. En déduire les matrices M = < e d ) € M3(R) telles que (M) = M.

D’apres la question précédente, (M) = M si et seulement si M P — PM = 0 ce qui se traduit par :

(2a+3b 73@741))_(2@*36 2()73d) B ( b+c fa72b+d) _ 0
2c+3d —3c—4d 3a—4c 3b—4d —a+2c+d —c—b
En regardant le coefficient en position (1,1), on trouve b = —c. Les quatres équations se raménent donc a
deux :
{b+c-0
—a+2c+d=0

Ainsi ’ensemble des solutions de p(M) = M est {(20: d :;) , (¢,d) € RZ} = Vect (( ? 701 ) , ( (1) (1) ))

Partie IT : automorphismes intérieurs

Dans cette partie P € GL,,(R) est une matrice inversible quelconque de M,,(R), et on note ¢ :

26. Justifier que ¢ est une application linéaire.

Soient A, i dans R et M, N dans M, (R). On a :
o AM + pu.N) = PYAM+pu.N)P = NP 'MP+ pn.P7'NP = \p(M) + up(N).

L’application ¢ est bien une application linéaire.
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27. Justifier que @ est un automorphisme.

L’application linéaire ¢ est clairement un endomorphisme puisque les espaces de départ et d’arrivée sont
identiques. Il suffit donc de montrer que @ est bijective.

e Une fagon de faire : un endomorphisme en dimension finie est bijectif si et seulement il est injectif
d’aprés le théoréme du rang. Il reste donc & montrer que Ker(y) = {0}.
Orona M € Ker(p) < P"'MP =0« M = (0). Ainsi ¢ est bien un automorphisme de M,,(R).

e Autre méthode possible : une application est bijective si et seulement si elle a une application réci-

proque. Ici, 'application M — PM P~ est la réciproque de ¢ par associativité du produit matriciel. Donc
¢ est bien bijective et c¢’est donc un automorphisme de M, (R).

28. Justifier qu'on a : V(M, N) € M,(R)?, o(MN) = ¢o(M)p(N).

Soient M et N dans M,,(R). Ona o(MN) =P 'MNP = P"'MI,NP = P"*MPP NP = o(M)p(N).

Partie III : automorphismes d’anneau
Cette partie établit une réciproque au résultat vu dans la partie précédente. On suppose maintenant que @ est

un automorphisme de M, (R) vérifiant : V(M, N) € M,(R)?, o(MN) = p(M)p(N).

On rappelle que E; ; désigne la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient en ligne
colonne j qui vaut 1.

29. Soient 4,7, k,1 € {1,...,n}. Rappeler sans démonstration la valeur de E; ; x Ej ;.
(0 si jAk
EijEri = { Ey si j=k

n u ul nn = i u; 5 'endomorphism noniquemen 16 a U, ; -a-
Dans toute la suite, on note U, ; E; ;) et u; j 'endomorphisme de R™ cano ement associé a U, ;, c’est-a

R* — R"
. 1 X1
dire u; ; : - U
Tn In
30. Soient i,7,k,l € {1,...,n}. Déduire de la questionqu’on a Ui 0 Ukl = { 25151 f k =
7,1 =
7T _ - _ . _ [ »(0)=0 si jF#k
Ona : Uz, X Uk,l = @(Ez,j)@(Ek,l) = QD(EZ.,]Ek,l) - { SO(Ei,l) _ U’M si j=k

Ce qui se traduit sur les applications linéaires canoniquement associées par :

0 si j#k

Ui 5 OUE] = . .
2,7 k.l { UL’Z si j — k
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31.

Justifier qu'il existe un vecteur z = | : | € R” tel que uy,1(z) # 0.

In
L’automorphisme ¢ est injectif. Ainsi, £;; étant non nul, il en est de méme pour U;; et donc pour I'ap-
plication linéaire u; 1. Il existe donc x dans R™ tel que u; j(z) # 0.

Pour tout 7 € {1,...,n}, on note v; = u; 1(z).

32.

33.

34.

35.

Justifier que la famille B = (v1,vg,...,v,) forme une base de R".

Montrons tout d’abord que B est libre avec la définition. Soient A1, ..., A, dans R vérifiant :
AU+ Aovg + .o+ Ao, =0

Soit ¢ quelconque dans [1,n]. On applique u;,; & I’équation précédent. En remplacant les v; par leurs
valeurs, on obtient :

Alul’i o u171(1‘) + )\QULZ' o u271(3:) + ... + )\nuu o uml(x) =0
On utilise ensuite la relation trouvée dans la question précédente. Ainsi :
)\ium(x) =0

Comme uj 1(x) # 0, on a \; = 0 pour tout ¢ de [1,n]. La famille (vy,...,v,) est donc libre. De plus elle
présente autant de vecteurs que la dimension de R", c¢’est donc une base de R".

Soient i,j € {1,...,n}. Déterminer la matrice de u; ; dans B.

Soit k dans [1,n]. Puisque :

wij(vk) = wijoug(x)
La matrice de u; ; dans la base B est donc E; ;.
En déduire qu’il existe une matrice inversible P vérifiant Vi, j € {1,...,n}, ¢(E; ) = P"'E; ;P.

Comme U; ; et F; ; sont les matrices de w; j respectivement dans la base canonique et la base B, d’apres la
formule de changement de base, il existe une matrice inversible P telle que :

(p(E@j) = Uz‘J' = PilE@jP

ou plus précisément P est une matrice de passage : la matrice de l'identité de la base canonique (au départ)
a la base B (a I'arrivée). Elle ne dépend donc pas de i et j.

Pour cette matrice P, montrer finalement qu’on a VM € M, (R), ¢(M)= P 1MP.

Notons (m; ;) les coefficients de M. On a, par linéarité :

n n n n n n
e(M) = ¢ szngzg = sz”@(Ew) = P! ZZm”EH P =P 'mMP

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

[FIN DB L’E’PREUVE}




