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Séries numériques - espaces vectoriels euclidiens - 4h

Exercice

Soient n € N™ et E = R, [X]. On note (Py(X) = 1, Pi(X) = X, ..., P,(X) = X") la base canonique de E.
Soit (a;) jejo..; une famille de réels distincts deux a deux.

Pour tout couple (P, Q) d’éléments de E, on pose : (P|Q) = Z P(a;)0O(a;).
j=0
1. Vérifier que I’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

2. Soit P un polynome de E, calculer (P|Py).

n X _ .
3. Pour tout j € [0, n]], on considere le polynome L;(X) = a .
w0 i T Ok
k#j
) o ) Isii=j
3.1. Démontrer que, pour tout couple (i, j) € [0, n]l°, Li(a;) = )
' 0 sinon

3.2. Prouver que la famille & = (L;)efo,y est une famille orthogonale pour le produit sca-
laire (| ).

3.3. En déduire que # est une base de E et qu’elle est orthonormale.

3.4. Déterminer les composantes d’un polynéme P de E dans la base 2.

n
3.5. Déterminer Z L;.
=0

4. Soit H I’ensemble des polyndmes P de E tels que Z P(a;) = 0.
J=0
4.1. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de E.
4.2. Déterminer H* et en déduire la dimension de H.
5. Soit Q un polyndéme de E.
5.1. Déterminer le projeté orthogonal de Q sur H™.

5.2. Déterminer la distance de Q au sous-espace vectoriel H.

Exercice 2

OO
Pour toute suite réelle u = [u”] _,y on notera Z u, la série de terme général u,, et Z Uy
nz
n=0 n=0

la somme de cette série lorsqu’elle est convergente.



Partie1 Exemples de calcul explicite du reste

1. Rappeler pourquoi, lorsque la série Z uy, est convergente, la suite de terme général

n=0
o0
Z uy est convergente. Quelle est alors sa limite?
k=n

2. Dans cette question, x désigne un nombre réel non nul, de signe quelconque.
2n

a) Démontrer que la série Z est convergente. Quelle est sa somme?

n=0

b) Etablir, pour tout nombre entier strictement positif #n, I'égalité :

oo xzk X [X—I]Zn‘z
kgn (Zk)!_jo msh(r)dr

n)!

SR S (=DFak .
c) Donner une expression similaire de ) el sous la forme d’une inté-
k=n '

grale.

2n

—————) est conver-
nt+n?+ 2)

3. a) Démontrer que la série de terme général a, = arctan (
gente.

b) Trouver un couple (P, Q) de polynémes de [ X] qui vérifient :

P(X)-Q(X)=2X
PX)Q(X)=X*+X*+1

c) Etablir que, pour tout couple (x, y) de nombres réels positifs ou nuls, ona:

arctan ( - Y
X

) = arctan(x) —arctan(y)

d) Déduire des deux questions précédentes que, pour tout entier naturel 7, on a:

0
T 2

ap=——arctan(n“—-n+1).

k=n 2

o0
e) La série Y ( Y ak] est-elle convergente?
n=0 k=n

Partie II Exemples d’évaluation asymptotique du reste

4. Soit x € 13.

Inn .

Démontrer que la série Z — est convergente si, et seulement si, x est strictement
n=1 N

supérieur a 1.



5. Dans cette question on suppose que le réel x est strictement supérieur a 1 et, pour
S Ink

tout entier n strictement positif, on note r, = T
k=n

a) Pour tout réel a strictement positif, justifier I'égalité :

—dt = :
t* (x—1)2

f+°° Int a1+ (x-Dlna)
3
b) Etablir, pour tout entier n supérieur ou égal a 4, la double inégalité :

o Int tolnt
n tx n tx

-1

IA

. N n . .
c) En déduire que r, est équivalent a ——7 quand n tend vers I'infini.

In
(x-1)n
6. Sommation des relations de comparaison

On considere deux suites v = (v,,) ,etw= (wh) , & termes réels non nuls.

n= n=

On suppose que v, est équivalent a w, quand » tend vers I'infini et que la série Z Up
n=0
est convergente.

On rappelle que, si tous les termes de la suite v sont positifs, alors :

« lasérie ) w, estconvergente.

n=0
o] OO
« Y wyestéquivalenta ) v quand n tend vers linfini .
k=n k=n

a) A I'aide d’'un contre-exemple, montrer que la premiere de ces deux propriétés
de w ne serait pas assurée si le signe des termes de la suite v n’était pas constant.

b) Montrer de méme que, lorsque le signe des termes de la suite v n’est pas constant,

o0
il est possible que la série ) w), soit convergente mais que )  wjy ne soit pas équi-
n=0 k=n

o0
valenta Y vx quand n tend vers l'infini. On pourra utiliser pour w la suite de terme
k=n

(-n" N 1 _
nyn nn+1)

général



Exercice 3

On rappelle quelques informations sur I'intégrale de Wallis :

~ E o (2n)! ™
Iy = _/0‘ cos™(z)dx = 232z " Vo

De plus, posons :

n!
Up =In| ———= et Up = Up = Un+1
ne~\/n

1 1
1. Montrer que v, = (ﬂ. + 5) In (1 + —) -1

n
1

12n2°

3. Montrer que (u,) est convergente.

2. En déduire que v,, ~

4. Posons pour tout n de N, w,, = e"". Montrer que

[uin )

. En déduire la formule de Stirling :



