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Espaces vectoriels normés - 2h

Exercice 1

Soient (E, ||.||) un espace vectoriel normé et A un sous ensemble non vide de E tel que son complémentaire A° soit
non vide. Considérons également x dans A et y dans A° et 'application f de [0, 1] dans E définie par :

f@) = (A=t +ty

1. Construisons par récurrence deux suites (ay) et (b,) de [0, 1]. Posons ag = 0 et by = 1 et pour tout n fixé
dans N :

an+bn
2

Sif (3) € 4, { o

. n+1 = Qn
S1Inon
ot = b bnsr =

b
n+1 an—2&- -

Montrer que (ay,) et (b,) convergent vers une limite commune que 1’on notera .

2. Montrer que les suites (f(ay)) et (f(b,)) convergent vers f(1).

3. En déduire que les ouverts et fermés de E sont exactement F et ().

Exercice 2

Soit E un espace vectoriel et N une application de E dans RT vérifiant :
eVreE, Nx)=0=2=0
e Vx e E, VAR, N(\.z)=|N.N(x)

Notons B={x € E/ N(x) < 1}.

1. Montrer que si N est une norme alors B est convexe.

2. Supposons dans cette question que B est convexe. Montrer que pour tout x et y non nuls de E, on a :

N(X) x N(y) y

N@+ Ny N@ | No+Np Ny -

En déduire que N est une norme.

3. Soit p dans [1; 4o0[. Montrer que :
VA€ [0,1],: Vo, y € RT, A+ (1—-N).y)? < AaP +(1- Ny

4. En déduire que I'application de R™ dans RT définie par :

I@r,. . el = (Zw)
k=1

D =

est une norme sur R"



Exercice 3

’Partie I. Une norme sur R[X] ‘

Soit A un sous-ensemble de R. Pour tout P de R[X], on note :

[P, = Sup|P(z)|
T€EA

Montrer que si A est infini et borné alors |||, est une norme sur R[X].

Réciproquement, montrer que si A n’est pas infini ou n’est pas borné alors ||..|| , n’est pas une norme sur R[X].
On supposera dans le reste de I'exercice que A est infini et borné.

Rappeler la définition de A I’adhérence de A, puis montrer que :

acAd = J(a,) e, a, — a
n——+00

En déduire que :

Ve eR*,Vac A, |P(a)] < ¢+ ||P|,

Montrer que pour tout P de R[X], |P||, = [|P|;

Enfin montrer que :
IPll; = Max|P(z)|
€A

’Partie II. CNS pour que la fonction évaluation soit continue.

Dans cette partie, on munit R[X] de la norme |||, définie dans la partie I. Pour tout z¢ de R, posons :

5.y R[X] — R
P = P(ZL‘Q)

Le but de cette partie est de montrer que &, est continue si et seulement si zo est dans A

Montrer que si zg est dans A alors &, est lipschitzienne.

Supposons a présent que xo n’est pas dans A. Justifier 'existence de r et M dans R% tels que :

Vac A, r < |la—zo] < M

Pour tout n de N, notons :

Montrer que P, — 0 (Pour la norme ||| ,)
n—+oo

En déduire que &, n’est pas continue si x n’est pas dans A.



