PSI - Sept. 2022 Devoir surveillé n°1 Calculatrices interdites

Algébre linéaire

Exercice 1

Soient n dans N et ay, . .. a, des réels distincts. Pour tout ¢ de {0,...,n}, on note L; le ieme 1y 5lynome

de Lagrange c’est-a-dire I'unique polynoéme vérifiant :
deg(L;) <n Vi,je{l,...,n}, Li(aj):dij

1. Rappeler 'expression factorisée de Lj;.

2. Soient Ag, ..., A\, dans R vérifiant :
VP eR[X], AoP(ag) + ... + \pP(an) = 0

Montrer que : Ag=...=X, =0

3. La question précédente nous permet de conclure a la liberté d’une certaine famille. De quelle
famille s’agit-il 7 Dans quel espace vectoriel 7

Exercice 2

Dans tout I’exercice on identifie polynéme de R[X] et fonction polynéme associée. Soit P un élément
de R[X] unitaire (le coefficient dominant est égal a 1).

1. Soit @ dans R. Montrer que pour tout z de C, on a : |z — | > [Im(z)].

2. Montrer en utilisant une factorisation de P que si P est scindé sur R alors :
VzeC, |P(2)| 2 [Im(z)[dsP)

ou deg(P) désigne le degré de P.

3. On prend dans cette question uniquement P = X3 + 1.
a) Donner une décomposition de P en polynémes irréductibles unitaires sur C[ X ], puis sur R[X].
b) Déterminer zy dans C tel que : |[P(z0)| < |[Im(zg)|%9(").

4. On suppose dans cette question que :
VzeC, |[P(2)| 2 [Im(z)|3s)

Montrer que toutes les racines de P sont réelles. En déduire que P est scindé.

5. Enoncer clairement le résultat obtenu.



Exercice 3

Pour tout n de N\ {0, 1}, on désigne par :

0 1 0 0

n-1 2 0 :

|0
: ~ 2 0 n-1

0 R | 0

la matrice de coefficients (a;;) tous nuls sauf ceux tels que :
Vke {1,. Lo, = 1},ak+17k =n- k,ak7k+1 =k

Ainsi pour les premiéres valeurs de n, on a :

0100
010

0 1 3020

A2=(10) Az=|2 0 2 A=y 9 0 3

oo 0010

1. Déterminer les déterminants de Ay, A3, Ay et As.
2. On désigne par ¢ Papplication de R,_1[X] dans R,_;[X ] définie par :

¢(P) = (n-1)XP(X)+(1-X*)P'(X)

ott P’ désigne la dérivée du polynéme P. Calculer ¢(X*).
3. Montrer que ¢ est un endomorphisme.
4. Comparer la matrice de ¢ dans 8= (1, X, X2,..., X" ) et la matrice A,.

5. On définit pour tout h de {1,...,n -1} le polynéme P, = (X — 1)"(X + 1)" 17" et le réel
Ap =n—1-2h. Montrer que ¢(Py) = Ay P, pour tout h de {1,2,...,n—-1}.

6. Notons ' = (Py, Py, ..., P,_1). Déterminer la valeur de (P,)®*) (~1) pour tout k <n-1-h on
(P,)*) designe la dérivée k™ de Pj,.

7. Montrer en utilisant le résultat de la question précédente que 8’ est une base de R,,_1[X].
8. Déterminer la matrice de ¢ dans cette base.

9. En déduire pour quelles valeurs de n on a A,, inversible ?



Exercice 4

Pour n e N\ {0,1} et k € [[0,n]], on note py ,(X) le polynome (Z)Xk(l - X)"* si bien que :

|
Stk (1)

WeR pealt) = ()0 = et

On note F la famille de R, [ X ] constituée des polynémes (pon(X),p1,n(X),...;pnn(X)). Pour tout
P eR,[X], on définit les polynémes ¢, (P) et B, (P) par :
on(P)(X)=nXP(X)+X(1-X)P'(X)
et
L k
BA(P)(X) = 3 P () e (0.
k=0 n

ou P'(X) est le polynome dérivé de P

Montrer que ¢, et B, sont des endomorphismes de R,,[ X].
Vérifier que, pour tout k € [[0,n]], pn(prn)(X) = kprn(X).
En déduire que F est une base de R,,[X].

Déterminer la matrice de ¢, dans cette base.

RS

Montrer que ¢, n’est pas bijectif et que B, est bijectif.

Exercice 5

Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et on note :
- M, (R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels ;
- Gl,(R) I'ensemble des éléments inversibles de M, (R);
- X, ensemble des éléments de M, (R) dont tous les coefficients sont dans {0,1};
- Yn lensemble des éléments de M, (R) dont tous les coefficients sont dans [0,1];
- P lensemble des éléments de M,,(R) dont tous les coefficients sont dans {0,1} et ne contenant
qu’un seul coefficient non nul par ligne et par colonne;

Par exemple :
0 1 1 1 0 010
1 01 |exs ( V2 3)ey2 1 0 0 |ePs
110 D 3 00 1

1. Justifier que X, est un ensemble fini et déterminer son cardinal.

2. Démontrer que pour tout M € Y, det(M) < n! et qu'il n’y a pas égalité.

@

Soit M € Y, et A une valeur propre complexe de M. Montrer que |A| <n et donner un exemple
explicite o 'on a I'égalité.

Notons X, = X,, n GL,(R). Faire la liste des éléments de A3.

Déterminer les valeurs propres réelles des matrices de Xj.

Démontrer que Xj engendre l'espace vectoriel Mo (R).

o g

Est-ce que, pour n > 2, X engendre l'espace vectoriel M,,(R)?



