Fev. 2023 Correction devoir Surveillé 8 Calculatrice interdite

Séries entieres - Intégrales & parameétres

Exercice 1

1) a) Pourt=0: f(0)=1. Pour t #0: f(t) = [e—t:]- _ l_fip_f
5= 4

b) f est clairement continue sur R*. Le développement limité en 0 de e™" = 1 — t + o(t) entraine que
tlill[ll f(t)y=1= f(0). f estdonc continue sur R. De plus, f est strictement décroissante sur R puisque,
e
—t
e
pour s E][], 1]? onmat<uyu=e W <e = flu) < f(t). Enfin, lim f(t) = lim — = +oc et
t——o0 t——o0 —{

im0 =0

t

f est donc une bijection de R sur |0, +oc].

_ (_t)ﬂ Lo 1 —et (—l)n_lt”_
c) e’ = Z o Avec un rayon de convergence infini done f(t) = = Z - pour
nz0 - no1 n!
t £ 0, égalité qui s’étend & t = 0 puisque f(0) = 1. Le rayon de convergence est infini.

2) a) Puisque le rayon de convergence est infini on peut intégrer terme z‘a terme ce développement en série

'n.—l
entiere sur [0, z] pour tout x réel et obtenir: S(x Z { 1)
nzl ?’1(?1'
ﬂ—l 1—e —t
b) Pour z = 1 on obtient S(1) = Z !) [ f(t)dt —/ —d i.
(n
nzl

3) a) Pour z € —r,r[ on peut dériver terme a terme et obtenir:
’ —1 " —2
0'(x) = Z na,x" " et 67 (x) = Z nin— 1)a,z""".
nz() nz(
En reportant dans I'équation différentielle on obtient:
—1 —1 1
E nin—1)a,z"" "+ E napxr" " — E ana" — E a,xz" T =1 ou encore E nla,z" ! — E apr”
nzz0 nzz0 nz0 nz0 =0 nz0

E a,”:r“H = 1. Posons n = n’ + 2 dans la premiere somme et n = n’ + 1 dans la deuxieme:

n=z0
2 ! ! .
E (n' +2)2an o™ T — E Q2™ TH — E a,2" T =1 d’oi1 en regroupant:
n'z-—2 n'z—1 nzz0
. (( 2 2 o o n+l 1
ap —ap + n+2)%ant2 = Gnp1 — an)z" =L

nz0
Par unicité des coeflicients d'un développement en série entiére on en déduit: a; — ag = 1 et pour
nz0: (n+2) %49 —apey — an = 0.
b) Soit K = max(|ag|, |a1|). Montrons par récurrence double sur n que pour tout n on a nlla,| < K.
C’est vérifié pour n = 0 et n = 1. Supposons la propriété vraie pour n et n + 1. On en déduit:
(n+1)! (n+ 1)! 1 . .
(ﬂ+ 2)|an+a| = \7| nl + @n| < W(|ﬂn+1| + lan|) -<» m(ﬁJ‘F (n+1)K) = K en
utilisant Phypothése de récurrence pour n et n+ 1. On a donc bien montré que pour tout n = 0:
|an| g _T
n!
Soit une série entiere associée a une suite (a,) vérifiant a; — ag = 1 et pour n = 0: (n + 2)‘;0.n+2 -
tnt1 —ay = 0. Puisque pour tout n = 0 elle vérifie |a,| < — onen déduit que le rayon de convergence

est infini, donc la somme de la série vérifie I'équation différentielle sur R.



Exercice 2

Partie I - Préliminaires

1. Soit x> 0.
te f(x,t) est continue (par morceanx) sur BRI par opérations sur les fonctions usuelles,

sin(t
Pour tout £ >0, [sin(t)| < |t], done |f(z,1)] = ( ) e <e™,

Or t e ™ est intégrable sur R (car x> 0), (lmux par comparaison, t— f(x,t) est intégrable sur R,

2. e Posons u'() =sin(t), u(t) =1 - cos(t), v(t) = %, v'(t) = _tl?'

u et v sont de classe C! sur R}.
1-cos(t) 1-(1-t2/2+0(t%) 1*/2+0(t® ¢t
u(t)y(t) = Cfb( ) 1=( t’ +ot) _r/ :G( - S+o(t) =, 0

horné
——,

u(t)o(t) = ﬂ = 0.

. . L . . te oo , +eo ] — cos(t) )
D’oi, par intégration par parties, I = f u'()v(t)dt et f u(t)v'(t)dt = - f Tdt sont de méme nature,
0 0 0

+ee ] —cos(t
doue I converge si et seulement si f T()dt COLVETZE,
0
1-cos(t . ) : N
ot %() est continue {par morceanx) sur R,
1—cos(i 1-cos(t 1-(1-t%/2+o(t? t2/2 + o(t* 1 1 —cos(t
= () = 2 (t) = ( 5‘:‘ () = / 2 ( =3 +0o(1) o 1/2, donc t T() est prolongeable par
continuité en 0, done intégrable sur ]0,1].
1-cos(f) O(1) o 1
£2 T2 tere \£2)7
1 . . . 1-cos(t .
Or t = - est intégrable sur [1,+oo[ (Riemaun et 2 > 1), donc, par comparaison, ¢ — T() est intégrable sur
[1,+00].
1 - cos(t o 1—cos(t
t T(} est done intégrable sur RY, donc, en particulier, f T()dt converge, done, d'aprés le premire
0
point de cette question, I converge.
3. Soit = 0.
t = u(x, ) est dérivable sur B et, pour tout ¢ >0,
du xcos(t) —sin(f xsin(t) + cos(t
oSt sin(t) ., zsingt) scos(t)
at 1+ 22 1+x2
_ —wcos(t) +sin(t) + 2sin(t) + x cos(t) -
- 1422
1+ 2?)sin(t . -
— ( ) ( )e—:z:t — Slll(ﬁ)e :rt=

1+22

done t = u(z,t) est bien une primitive de la fouction ¢ = sin(t)e ™" sur R,

Partie 11 - Calcul de F sur ]0,+o0]
4. e Soit > 0.

t
Pour tout t > 0, |f(z,t) = &111( )

<e Tt

D'on, par l'inégalité t.lldu;.,ulrulv généralisée et par positivité de Uintégrale convergente (avec "0 < +o00"), on a

gfom |f(g:,t)|dzgf e otdt = %

1
e Or lim — =0, done, d'aprés le théoréme des gendarmes,
x—+oo I :

F@I=|[ soa

liljrﬂ F(z)=0.

5. Soit a>0.
Pour tout z € [a,+oo[, t = f(z,t) est intégrable sur RY (daprés la question 1 avec 22 a > 0).



Pour tout ¢ >0, x = f(z,t) est de classe C' sur [a, +oo[ {constante fois une exponenticlle) et, pour tout z 2 a,

of

t ——(z,t) = —sin(t)e ™
Oz
est continue (par morceaux) sur RJ.
Powr tout = =z a, pour tout £ >0,
a _ - -
é‘:); (:Lf:t)‘ =|—sin(t)e ™| <e ™ <& = p(t),

oit @ est intégrable sur R (car a > 0).

400

Dot d'aprés le théoréme de dérivation des intégrales & parameétres, F @z — f flx, t)dt est de classe C! sur [a,+oo|
0

et, pour tout = > a,

F'(z) - f;‘” %(:}:,t}dt:—fom sin(t)e-"tdt.

6. F est dérivable sur [a, +eo[ pour tout @ > 0, donc F est dérivable sur U[a,+oo[=]05 +oo[ et, pour tout z >0,
az0

F'(z) - - fom sin(t)e =dt = - [u(z, )5~ = - (o " L)

1+2?
1
1+x2
F est une primitive de F' sur Pintervalle BY, done il existe K € R tel que, pour tout x> 0,

F(x) =-arctan(z) + K.

. . m m .
Enfin, lim F(z) =0, done 3 +K=0,done K = 5 et, par suite, pour tout o > 0,
r—+oo y

F(z)= g —arctan(z).

Partie I1I - Conclusion

7. Pour tout t €]0,1], = = f(x,t) est continue sur [0,1].

Pour tout ¢ [U,l], t— f(z,t) est continue (par morceanx) sur ]0,1].
Pour tout t €]0,1], pour tout z € [0,1],

SiI';(t ) e —xt

|f(z.t)| = e ™ <1=(t),

oil ¢ est intégrable sur ]0,1] (constante sur un intervalle borné).
1
D'ot, d'aprés le théoréme de continuité des intégrales & paramétre, Fy 1z f f(z,t)dt est continue sur [0,1].
0

8. Soit z<[0,1].
e Pour tout £ 2 1,

u(rt) 1 y (_:rsin{t) +cos{t)€_m) _ 1 0 (1)= 0 (i)

t2 2 1+ 22 i2 t—+oo \ 12
1 . ._ , u(z,t)
Orte = est intégrable sur [1,+oo[ (Riemann et 2 > 1), done, par comparaison, €~ 2 est intégrable sur [1, +oo[,
- +oo yfx, t
done, en particulier, f (z )dt converge.
1 t2

1 1
e Posons w'(t) = sin(t)e™, w(t) = u(zx,t), v(t) = e v'(t) = -
w et v sont de classe C! sur [1,+eo].

u!(t)t-'(t}:u(:;’t):i_gm(l) -0

t) t=+oe

+oo = u(x,t , . .
f -w(t)v’(t)dt = - f (tz- )dt converge d’aprés le premier point.
1 1

+oo +oa
D’oti, par intégration par parties, f f(x,t)dt = f w'(H)v(t)dt converge (mais on le savait déja) et
1 1

ﬁf" u' (8)v(t)dt = [@]1 +-£+m u.(:-z,t)dt

xsin(l) +cos(1) . f+°‘° u(x,t)
' 1

——dt.
1+22 12

+oo

Fs(x)




u(x,t . . .
Pour tout x ¢ [0,1], (A % est contlne |par morceanx) sur [1,+oo[.

u(xz,t)

Pour tout t21, r est continue sur [0,1].

12
Pour tout z € [0,1], pour tout £ > 1,
u(x,t) P l:r.|sin(t)| + |cc-s(t)|e_m < 11+1 «1< 2 - ()
#2 12 1+22 t2 12

oil @ est intégrable sur [1, +oo[ (Riemann et 2 > 1),

o - L X X e u(z,t) ,
Do, d'aprés le théeoréme de continuité des intégrales & parameétre, o — t—ﬁdt est continue sur [0, 1].
1
rsin(l) +cos(1) _ . . I : . \
#e ¥ est continue sur [0,1] (par opérations sur les fonctions usuelles), douc Fo est

T

coutinue sur [0,1] comme somme de fonctions continues,

e De plus, ¢ —

+oo
10. & Dot pour tout z € [0,1], F(z) = f flx, t)dt existe (on le savait déja, of 1 et 2) et
0

F(z) = Llf(x,t)dnﬁm Fla.t)dt = Fy(z) + Fy(2),

done F=F) + F5, douc F est continue sur [0,1] comme somme de fonctions coutinues,
e On a done, par continuité de F en 0,

e T = T _T
I=F(0)= x]'l,l}ﬁ F(z)= I]{}}}L 2 arctan(zx) 2



