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Correction - 4h

Exercice

(_1)'}1
V14 nz

est décroissante et de limite nulle. La série E fn(x) vérifie donc les hy-
nz=0

Soient .J = [1, 4+0o0] et (fn)n=o la suite de fonctions définies sur J par fn(z) =

1.Az e J fixé, la suite (|fn(:c)|)

nz0

pothéses du critére spécial des séries alternées et est ainsi convergente, d’ott la convergence simple de la série E fn-

2. Pour z € J, |fu(z)] = terme général d'une série de Riemann divergente (o = 1/2 < 1).

1 1
N
V14 ne n—oo J/nr
Ainsi, la série E fn ne converge-t-elle absolument en aucun point et donc a fortior: pas normalement sur .J (ni
sur aucun intervalle, d’ailleurs).

3. Pour R, (z) = g fr(z), la majoration du reste par le critére spécial et la décroissance de
k=n+1

fn| donnent

1 1
_q(x)] < < > 0,
Rn-1(2)] Vidnzr = n+1 noeo

d’ont la convergence uniforme de la série E Jn sur .J.

4. La convergence uniforme permet d'utiliser le théoréme de la double limite. Ainsi, en utilisant le symbole de

Kronecker,
=}
Lll*lilmz‘fn(vc Z 11111 folx) = Z = 1.

n=ll n=l) n=I(
(_ 1)-&
N

spécial (signe alterné, valeur absolue décroissante et de limite nulle) et est donc convergente.

5.1. La série de terme général u,, = est une série de Riemann alternée ; elle vérifie les hypothéses du critére

1
de dérivée h'(t) = ——— donne

5.2. L'inégalité des accroissements finis appliquée a la fonction h(t) = 27372
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Probléme

1. On montre successivement que la relation ORTS est réflexive, symétrique et transitive, ce qui ne
pose pas de probléme quand on sait de quoi il s’agit.

2. Soit A € S, U A,. Puisque AT = £A, les conditions (Cy), (C2) et (C3) sont vérifiées.
Si A e S, le théoréme spectral prouve que la condition (Cy) est vérifiée.

3. Soit A € @,,. A est inversible et AT est linverse de A, done AAT = ATA(: I,) et A est une
matrice normale.
Soit X € E,. ||[AX]| = ||X] ear 'endomorphisme de E,, canoniquement associ¢ a A est une
isométrie. Il en est de méme de 'endomorphisme de F,, canoniquement associé & A~ = AT donc
la condition (C5) est vérifice.

4. Ici, n = 2. Soit v un réel strictement positif et T € Oy. rT vérifie de fagon évidente la condition
(Cy).
Montrons que T vérifie (C). D'aprés le théoréme de Cayley-Hamilton,
(r1)? = tr(rT)rT + det(rT) [ = 0, ce qui s’écrit aussi rT(rT — tr(rT)Iz) = —r? det(T) 5.

1
" . -1 _ _ +T — tr(+T) ). et. puis
Comme 1 > 0 et det(T") # 0, on en déduit que (r7)7" = "7 det(T) (rT —tr(rT)I3), et, puisque
T est une matrice orthogonale, (r7)7 = — det(T) (rT —tr(rT) 1) = P(rT)
1
avec P = — X —tr(rT)).
avec det('T)( tr(r7"))

5. Soit A € M, vérifiant la condition (C)). Puisque pour tout couple (()1,Qs) de polynémes,
Q1(A)Q2(A) = (Q1Q2)(A), alors AP(A) = P(A)A, et A est une matrice normale.

6. Soit maintenant A € M,, vérifiant la condition (Cs), et X € E,,.
[ATX|| = (ATX)TATX = XTAATX = XTATAX = (AX)TAX = ||AX].

7. Soit A = (‘; ;) € Mo vérifiant la condition (Cy).
1V fa {1y [a
2o) = ()« (0) = (2)
Ainsi, a? + b2 =a? + ¢, et b=¢, ouc= —b.

N . Iy fa+e r(1\ _ fa+b\ . - P .
Comme A (1) = (b—|— af) et A (1) = (c i d)’ alors ac +bd = ab+ cd, et, sic= —bet b # 0,
alors a = d.

Finalement, la matrice A est soit symétrique, et vérifie la condition (Cy) d’aprés la question 2, soit
de la forme A = (g _;}), ot b # 0, c'est-a-dire A = rT" avec r = Va2 + b2 > 0et T € Oy, et

vérifie la condition (C}) d’aprés la question 4.

8. Soit A € M,, vérifiant la condition (C3), A un réel et X € M,,.

(A= MOX|P = [(A=AL)X)T (A—))X

XTATAX - MXTATX - AXTAX + X°XTX

XTAATX —AXTATX —AXTAX + N?XTX car A vérifie (C3)
= [I(AT = AL) X,

ce qui prouve que A — Al vérifie (C3).

9. D’abord A et AT ont les mémes valeurs propres. Si A est une de ces valeurs propres, et X un
vecteur propre de A associé & A, alors ||(A — AL, ) X|| = 0, et, d’aprés la question 8, puisque A
vérifie la condition (C3). ||(AT — AL,)X|| =0 : X est un vecteur propre de AT associé a \.




10.

11.

12.

Comme (AT)T = A, on en déduit que ker(A — AI,,) = ker(A" — A1,,), et A et AT ont les mémes
SOUS-eSpaces pPropres.

Ensuite, si Ay et Ay sont deux valeurs propres distinctes de A, et X, et X5 deux vecteurs propres
respectivement associés a chacune des deux valeurs propres, X{ AX, = X[ (AX;) = A X{ X, et
XTAX, = (XTA) Xy = (AT X )T Xy = A\ XT Xy car X est aussi un vecteur propre de AT, associé
a la valeur propre A;. Donc (A; — /\Q}X?—‘_Xz =0, et Xi‘"Xg = 0: X; et X5 sont deux vecteurs
orthogonaux, et les deux sous-espaces propres ker(A — A11,,) et ker(A — A2 1,,) sont orthogonaux.
Si A est diagonalisable, ses sous-espaces propres ¢tant deux a deux orthogonaux, A est orthogo-
nalement semblable & une matrice diagonale : A est une matrice symétrique.

Finalement, une matrice A vérifiant (Cy) est diagonalisable si et seulement si elle est symétrique.
Montrons d’abord que toute matrice B ORTS a A vérifie encore (C3). Soit B = QT AQ, o0 Q € O,,,
et X € E,,.

IBTX|? = (BTX)"BTX

XTBBTX

XTQTAQQT ATQX
YTAATY en notant ¥ = QX
[ATY||?

||AY||’~"2 car A veérifie (C3)

= |BX]|

Ensuite, comme rappelé en début d’énoncé, I'endomorphisme ¢4 de E, canoniquement associé a
A admet une droite ou un plan stable F.
S’il s’agit d'une droite R .u, avee u normé, alors, dans une base orthonormée de E,, dont le premier

L
a1 ), ona, ERet Ao € M,,_1, et A

vecteur est u, la matrice de ¢4 est de la forme B = ( 0 A
2

est ORTS a B. Ainsi B vérifie la condition (Cj).

1 1

0 0 [45] [45)
Ainsi ||[BT | . = |[B| . |||. ce qui s’écrit encore en utilisant le calcul par bloc (LT) = (0)

0 0

et prouve que L = 0.
Reste a prouver que A, vérifie (C), ce qui se fait sans probléme en utilisant le calcul par blocs.
Si ¢4 admet un plan stable, dont (u, v) est une base orthonormée, dans une base orthonormée de

. . A, B
E,, dont les deux premier vecteurs sont u et v, la matrice de ¢4 est de la forme B = ( (Jl Al)"
2

ol Ay € Mg et Ay € M,,_o, et A est ORTS a B. Ainsi B vérifie encore la condition (Cy).
X X
0 0
Ainsi, si X € Ey, ||[BT | . = ||B| . , ce qui s’écrit encore en utilisant le calcul par bloc
0 0
A X A1 X .. . . Lo
B]l" X) = h et prouve que B X = 0. Ceci étant vrai quel que soit X € Es, on en déduit
1
que BT, puis By sont des matrices nulles.
Reste a prouver que A, et Ay vérifient (Cy), 14 aussi sans souci.
On procéde ici par récurrence forte sur la taille n de la matrice : on démontre la proposition P, :
"si A € M, vérifie (C3), A vérifie (Cy).
Le cas n = 1 est trivial, et le cas n = 2 a été démontré a la question 7.
On considére un entier n > 3, et on suppose que toute matrice de My, k < n, vérifiant (Cy) vérifie
(Cy4). On considére alors une matrice A € M,, vérifiant (C3).

. i . A
D’aprés la question précédente, 4 est ORTS a une matrice du type ( 0] ; ), ot A1 € M, et
2

Ay € My—p, et p =1 ou 2. Les matrices Ay et Ay vérifient encore la condition (C3), et soit par
'étude des cas en dimension 1 ou 2, soit par hypothése de récurrence, vérifient la condition (') :
il existe @1 € O, et Q2 € Oy, telles que les matrices Q14,QT et Q24,QF sont diagonales par
blocs, avec des blocs diagonaux de taille 1 x 1 ou de la forme rR(#), r > 0.

%l (3 ) est diagonale par blocs, avec des
2

blocs diagonaux de taille 1 x 1 ou de la forme rR(#), r > 0, ce qui achéve la récurrence.

On vérifie alors que la matrice QAQT, avec Q = (



13.

14.

16.

17.

18.

C’est une conséquence du théoréme d'interpolation de Lagrange.
Unicité : la différence deux polynémes de C,,_1[X] vérifiant chacun P(z;) = Z pour tout k =
1,...,n posséde n racines deux a deux distinctes. C'est donc le polynoéme nul, et les deux polyndémes

sont égaux.
L

Existence : on vérifie que le polynéme P = Zz_kLk, oun Ly = H
k=1 i#k

Si pour tout k le complexe Zj est dans 'ensemble 7, 'expression précédente de P prouve que P

est & coeflicients réels.

Si sin(#) = 0, R(#) = el,, avec ¢ = £1. Comme dans ce cas P(er) = er, P(rR(#)) = P(er)l; =

erly = (rR(9))7.

Sinon, on note y le polynéme caractéristique de rR(#) :

x=X?=2rcos(0)X +r? = (X —re?) (X —re” ).

Par le théoréme de division euclidienne, il existe un polynoéme @ € R[X] et deux réels a et b tels

que P=y x Q4+ aX +b.

On évalue cette relation polynomiale en X + ref

P (re") = re7" = are + b, ce qui fournit a = —1 et b = 2r cos(6).

Ensuite, griace au théoréme de Cayley-Hamilton,

P(rR(6)) = arR(6) + bl = (_?ICSSE?«;) ;igl{(g%) = (rR(0))7.

X —

Zh — 25

, convient.

v,

5. Soit A € M,, vérifiant la condition (Cy).

451 0 0

0
A est ORTS a une matrice B de la forme @ Lol ay,...,a

(8 R(Q]:}
. 0

0 0 ?";R(gg)
sont des réels, ry,...,r des réels strictement positifs, et #,,...,# des réels.
Notons 21, ..., z, I'ensemble des éléments de la liste [ay, ..., ar, 1", rie™ 0 et re ).

Les complexes zq, ..., 2, sont deux a deux distincts, et, d’aprés la question 13, il existe un polynéme
P de C,,—1[X] tel que P(z;) =Z; pour tout y = 1...m. Ainsi P(a;) = a; pour tout j =1...k et
P (r;je") = rje”" pour tout j =1...m.
De plus, pour tout k =1...m, Z; € {z1,..., 2 }. Ainsi P est a coefficients réels.
On vérifie alors, par le calcul par blocs et le résultat de la question 14, que P(B) = BT puis que
P(A) = AT,
Soient r > 0 et # € R. Notons ¢, = M;& et s, = ?kblkﬂ

T rk
Pour tout entier naturel k, |cp| < o et |sp| < R Par comparaison a la série exponentielle
d’argument r, on en déduit que les deux séries S o et %" sk sont absolument convergentes. On
note C' et S leurs sommes respectives.

i _
(T:_T) et C+i8 = e = e eos®) (cos(rsin(f)) + i sin(r sin(0))).
Finalement, C' = e" %) cos(rsin(f)) et S = ") sin(rsin(f)).

Pour tout k, ¢ + is, =

T
Si AB = (Cy ;), alors, pour tout couple (7, j) d’entiers compris entre 1 et n, C; ; = ZA@‘;QB;C,J-, et
h=1

T
1Cigl < 1Aik|1Bicjl < nllAlloc-|| Blloo, ce qui prouve que [|Cloc < nl|Alloc-[|B]loc-
k=1
La suite (S,(A)) est une suite & valeurs dans un espace vectoriel de dimension fini, qui converge si
et seulement si toutes les suites coordonnées dans la base canonique de M,, (c'est-a-dire les suites

P k
Ak
(Z %)) convergent.
k=0 ’

P .
ARy, Ak
Or, pour tout (i, j), la suite (Z % est la suite des sommes partielles de la série Z % ,
k=0 ’ k ged ’
et converge si et seulement si la série converge.



Pour tout k, |(A%);;| < [[4%|« < [|All% d’aprés la question 17 (récurrence sur k...), et par
(Ak)?i;j
k!

comparaison avec la série exponentielle d’argument ||A| o, la série E est absolument

k=0

14 k

. A%)i g

convergente, et la suite (Z % est convergente.
k=0 ’

Si maintenant @ € Oy, et p est un entier naturel,

(QTAQ)

k!

T Ak
9 ; 9 car QTQ:In

P Ak
- Q" ( %) Q
k=0

Q"S,(A)Q
- QTExp(A)Q.

Sp(QTAQ) =

-
I o
=1

|
NE

]
I
=]

car M € M,, ++ QT MQ est une application linéaire sur un espace de dimension finie, donc est
continue. On en déduit que Exp(QTAQ) = QTAQ.

19. On montre d’abord que 'application @ : A € M,, — [|ATA — AAT|| est continue. En effet si
(A, h) € M2,

[®(A+h) — ®(A)] o |ATh — hAT + hTA — ART + hTh — hhT ||
1AT hllo + [|RAT [|oo + BT Alloo + | ART [loo + [[AT hl|o + [|RAT oo
4| Alloo |2l + 21|l

Oquand h — 0

Laaac

Comme &, est I'image réciproque par @ du singleton {0} de R, c¢’est une partie fermée de M,,.
Si A € &, et p est un entier naturel, alors S,(A) € &,. Puisque &, est une partie fermée de M,,,
la limite de la suite (S5,(A)) est encore dans &, : si A est une matrice normale, Exp(A) est encore
une matrice normale.

20. Soit 7 > 0 et § € R. Pour tout entier k, R(6)* = R(k#). Donc pour tout entier naturel p,

Pk

S,(rR(9)) — Z%R(k&)
P

i ¥ cos(k@) _i 7 sin(k6)

k! k!
_ k=0 k=0
Yk sin(k6) "1k cos(k6)
D L
k=0 k=0

. c -5
S C

e’ ms(g)R(r sin(#))

Soit A € &,. Il existe une matrice orthogonale @ telle Q7 AQ est de la forme

a; 0 0
0
b= " RO |
. 0
0 0 rR(H)
ol ay,...,a; sont des réels, ry,...,r; des réels strictement positifs, et 8y,...,8; des réels.



D’aprés les régles du calcul par blocs,

(e‘“ 0 0
0
Exp(4) = @ e Q7
Exp(r1R(61))
\ 0 0  Exp(riR(8;))
et 0 0
0
=@ "1 <os(01) Ry sin(6;)) Q-
0
\ 0 0 eI R(r sin(6)))

et Exp(A) est ORTS & une matrice du type indiqué en question 20.
Réciproquement, une matrice de la forme

p1 0 0
0
HE
a1 R(51) '
0
0 0 aR(3)
ON fiy, .., i, 01, - ..,y sont des réels strictement positifs, et 3y, ..., 5; des réels, est 'exponentielle
de la matrice
a 0 0
0
ar
B = ,
riR(6)
0
0 0 mR(O)
N 5 . o2 o In(a;) i B;
ott a; =1In(u;), rj = \/In(a;)? + 35 et #; est un réel vérifiant cos(6;) = — et sin(f;) = -
i J
Ainsi une matrice ORTS a une matrice de la forme
0 0
0
i
a1 R(31) '
. 0
0 0 oR(5)
Ol fi1, ..., fk, O1,. .., sont des réels strictement positifs, et 31,..., 3 des réels est ORTS a une
exponenticlle de matrice, donc ¢’est une matrice de &,,.
21. Montrons d’abord qu'une matrice de la forme
uy 0 0
0
— Hk
b= a1R(81)
. 0
0 0 QIR(.BI)
OU [L1, vy fby 01, ...,y sONt des réels strictement positifs, et 3y,..., 8 des réels, appartient a F,,.

La liste des valeurs propres comptées avec leur ordre de multiplicité d'une telle matrice est
[1se s s 0P are™ " age® ape*1. Les valeurs propres négatives (qui correspondent a
‘gventuels 3; de la forme (2m 7) v sont bien de multiplicité paire.

d tuels 3; de la fi 2m -+ 1))y t b 1 Itiplicité p



22,

" . \ 10 0

o et = R(51)

Enfin si 'on note S =

. 0
[a¥] 0 0 R( fﬁ'g)

\ a

il est facile de vérifier que S € S+, T € SO,,, et B =TS8 = ST.

Ensuite, une matrice ORTS & une matrice de F,, étant dans F,,, on en déduit que Exp(&,) C F,.

Réciproquement, si B € F,,, il existe S € § " et T € SO, tels que B =TS = ST.

Notons ¢g (respectivement ¢ ) 'endomorphisme de E,, canoniquement associé & S (respectivement

T). On note ensuite 0 < lambday < --- < A, les valeurs propres de S. Puisque S est symétrique

réelle, E, = @} _, ker(S — A1)

Ensuite, comme les matrices S et 7" commutent, il en est de méme de ¢g et ¢r. En particulier,

les sous-espaces propres ker(S — A1) de ¢g sont stables par ¢7, et ¢r induit sur chacun de ces

sous-espaces une isométrie ¢p . Pour chaque entier k, il existe donc une base orthonormée de

a; 0 0
0
ker(S — Axl,) dans laquelle ¢r 5 a une matrice de la forme ak R(6,)
1
0 0 R(f)

ol ay,...,a; sont des réels égaux a 1 ou -1 et #y,...,60; des réels.

Dans une base orthonormée de E,, obtenue par concaténation de ces bases, la matrice de ®g est
diagonale, et celle de ¢p est diagonale par blocs, avec comme blocs diagonaux soit des 1 ou des
-1, soit des matrices R(6).

Ainsi, il existe une matrice ) € @,,, une matrice D diagonale & éléments diagonaux strictement
positifs, et une matrice A diagonale par blocs, avec comme blocs diagonaux soit des 1 ou des -1,
soit des matrices R(0) telles que S = QDQT et T' = QAQT.

On en déduit que B = QDAQT, et B est ORTS a une matrice de la forme

w0 0
0
B= Hoe .
O’lR{ﬁl)
. 0
0 0 a;R(Jg:}
ot i1, ..., sont des réels, aq, ..., a; sont des réels strictement positifs, et 31,..., 3 des réels.

Reste a se débarrasser des éventuels réels p; négatifs : ce sont des valeurs propres négatives de
de B, donc par hypothése d’ordre de multiplicité pair. Quitte & changer la matrice @ (échanges
simultanés de colonnes et de lignes), on peut les supposer successifs dans B , et I'on voit apparaitre
des blocs de la forme |p;|R(w) : B est du type décrit en question 20, et B € Exp(&,).
Remarques préliminaires : une matrice de SO,, est un élément de F,,, donc est 'exponentielle
d’une matrice de &,.

Par contre, une matrice de 0, \8O,, admet —1 comme valeur propre d'ordre de multiplicité impair,
et n'est pas une matrice de F,,

0o 1 0 ... 0

Iei, B= | : -, -, | est une matrice orthogonale. C’est une matrice de SO,, lorsque
0 o
1 0 ... ... 0

n est impair, et une matrice de O, \ SO, lorsque n est pair.
Dans le premier cas, c¢’est done bien 'exponentielle d'une matrice de &£,.
Dans le second,ce n'est pas 'exponentielle d'une matrice de &,.



