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Probabilité - Séries de fonctions

Exercice 1

1.
a) Sachant X =1: parmi les 4 points équiprobables a I'instant suivant, il y en a un (et

un seul) qui est au bord, donc P, (X =B)=1/4

Sachant X, =2: parmi les 4 points équiprobables a l'instant suivant, il y ena

=B)=2/4=1/2

exactement 2 qui sont au bord, donc | 7/, (X,

b) Sachant X =1: parmi les 4 points eqmpr‘obables a l'instant suivant, ilya:

[ le point O, qui est le seul donnant X =0 l don Py X,,=0)=1/4
+donc

l 2 points donnant X =2 J Piy_y(X,.,=2)=2/4

|.)(I_:1:|

c) Les événements [X =0],[X, =1],[X =2],[X, =B] forment un SCE

donc pour tout événement E ona:

P(E) = P oE)}F(X,=0)+ 7, L (E)}B(X,=1)+ 7, ,(E)}F(X,=2)+7, ,(E)F(X,=B)

T x =8
donc on cherche les probabilités conditionnelles.

En examinant a chaque fois les 4 points équiprobables on obtient :
|

|‘P:ixn=0](xrr+1:0) =0 Fnﬁ_xﬂ=1_:-(Xmi:O\J =1/4
PIXFOZ'(XM:I) =1 L et PIZXﬂ:I](XnH:l) =0
J[-“[szm(an:Z) =0 Pfxﬂ:u(xnuzzj =1/2
PFX"—OZI(X;HI:B) = 0 P[X"—l'}(xrwl:B] =1/4 J
\
r F-:'anz}(xnﬂ_o) =0 TD[Xﬂ:BJ(){mI:O) =0
et | P{X"—2:|(Xn+l_1.] =1/2 L et Ptxn—s][xmlzu =0 ’
P{X"=2 (Xm-lzz) =0 P:[XH=B:|[XH+1:2-] =0
?-[XFZ:,(X =8)=1/2 ,, ?[XEB.J(Xml:B) =1 J
donc | 7(X_,=0) = 0-7(X =0)+ %P{X 1)+0-7(X, =2) + 0-P(X =B)

et |P(X _ =1) = I-P"'(XH=OJ+O-P(XH=1)+%P(XH=2)+0-P(XH=B)

et |P(X,,=2) = OF(X,=0)+ ZF(X,=1)+ 07 (X,=2] + 0-7(X,=8)
et |P(X,,,=B) = 0-F(X,=0)+—F(X 1)+%IF=(X":2)+1‘P()(”:B)




0 1/4 0 O
d M= 1 0 1/2 0
0O 1/72 0 O
0 1/4 1/2 1
2.
X y
a) Sionnote U= Y| alors 4MU = 4x+2z
z 2y
t y+2z+4t
» Avec t=1 on obtient:
y:4x y:4x
MU=U = 4MU=4U o |1X*2Z=8y| _ [dxsdx=l6x] .o
2y=4z z=2X
y+2z+4=4 4x+4x=0
0
donc | U, = 0
0
1
> Avec z:—6+4\-"'§ et t=1 on obtient:
B 1u-"Ey:4x
Mu=Lu o al2mu=ay o | H2x+212(-6+472)=4y
V2 2V2y=4(-6+4y2)
{2y+2€2(—6+4€2}+4{2:4

puis: L, < yzw & =2(

, _,—_6+4 = y= 2(—3*;"'3+4) o y= 8—63."'5
242 '

V2
et: L, e w‘Ey=4+12\:"E—16—4\="E © \"'Ey=8x"'|§—12 = L,

et en substituant : L, = x= % 2(_3\,."'E+4] o x=-3+212

et: L, & 2x+(—6+4\='§):~.-"'§y < —6+4v’§+(—6+4\."'5):8x-"E—lZ = 0=0

~3+242
u2 - 8_6\;'.2—
—6+442

1

donc




> Avec z:—6—4\"§ et t=1 on obtient:

MU="2U o —4/2MU=4U = |

-1
xn"' 2

4.(6-'-—4_‘"2) o y=2(3\-"§+4) =
22

puis: L, =

et: L, & —\2y=4-1212-16+4\2 & —\2y=-12-812 = L,

—ng:4x

~4v2x-212(-6-412)=4y
—2V2y=4(-6-442)
—V2y-2V2(-6-412)-4v2=4

y =8+612

et en substituant: L, & x= —% 2(3 \."E+4] o x=-3-242

et: L, = —2x+6+4\,"'5=\;"§y o 6+4\."E+6+4\,."E=8xu"E+12 < 0=0

y=0
4x+2z=0

2y=0
y+2z+4=0

MU=0 < ¢

» Enfin, avec t=1: D o

b) M est une matrice carrée d'ordre 4 et M posséde
donc par théoréme M est diagonalisable.

donc | U

v |
{4x—4=0; donc
Py

4 VP distinctes,

» Plus précisément, si on note f I'endomorphisme de R* associé a M dans la base

canonique #, et u,,u,,u,,u, les vecteurs de R* associés a v,.U,,U,,U, dans

la base canonique, et % '=(u,,u,,u,,u,) alorsona:

M= Mat ,(f) et D= Mat,.(f) et P estlamatrice de passagede # a %'

M=PDP’

donc d'apres la formule de changement de base :
3.
?[X0=0) 1
P(X =1)
0) VO = ( 0 ) = 0
P(X,=2) 0
P(x,=B)] 10

donc par récurrence :

et dapres4.d)ona: Vn=0, V =MV,

Vn=0, V,=M"V,=PD"P 'V,




b) PX=V, =

(

L2<—L212
L,«L,—2L,

c) PX=V, & X=

et par récurrence : ¥ nx=1, D"

donc 4D"P! V,

donc 4V =

- O O O

_ — \
(—3+2V2)x,—(3+2V2) x +x, =1

[3_6\,-"E)xa+(8+6v"§)x3= 0
C6+4(2)x,(6+412)x,2,= 0
XX, X, +x, =0
(~3+212)x,~(3+212) x,4x, = 1 |
(4-312)x,+(4+342)x,=0
—4x,=-2

X 4X,+X 4 X, = 0

/

| (-3+2V2)x,—(3+2V2)x, = 1/2
4+342
3V2-4

x,=1/2

X

2 3

\ X+ X,+X, =-1/2

( — —
(—3+2V2)x,—(3+2V2)x, = 1/2
4+342
2= T %
= 3V2-4 ?
x,=1/2
L x,=-112—x,—x,
1
PV, donc PV, = _[3+2\:,§)/4
—(3-2V2)/4
1/2

1 0 0 0
o (2" o o
o o0 (12 o
0 0 0 0

1 0 o o0 4 4

o (12]" 0 of-3+2V2)| _ | ~(3+2v2)112f
0o 0 [(-1v2)] of-B-2v2)] |_(3-2y2)(-112)
0 0 0o o0 2 0
4

—3+2y2 -3-242 1
8-6V2 8+6V2 0

~(3+2y2)(142]

—6+412 —6-412 -2||-(3-2V2)(-1V2/

1 1 1

0




(3-212 )3+2 2)(12) + (3+242)(3-2v2)(-112)
donc v 1 2(3V2—4)( 2)(1 2] +2(4+3v2)(22-3)(-1/12
"4l2(3-2v2)(3+2v2)(1W2)" + 2(3+242)(3-2+2)(- 112"
4—(3+2\:2)(_1w2_) ~(3-2v2)(-112)
1), 1f=1f
41\y2] 4ly2
P(X,=0) i(i " i(—_l)"
P(x,=1 2\V2) Vz\v2
donc |V n=1 ( =1 =V, = vell . vew
°(X,=2) 1), 1)
P(X =B) 2\V2] 2\y2
. 3+2v2( 1| 3-2y2(-1f
4 \E 4 \IIZ
d) Si n=1 dlors 2n=2=1 et 2n-1=1 donc:
2n 2n 2n Z2n
SENPERIRTEY I YE NETEN WYL
AR V2|2 ve2\ve v2\ve
2n-1 2n-1 2n-1
> P(X,, ,=2) 1L +1_.-——1 = 12,,_1—1# =0
2142 2\y2 1 2\y2
V2
2n-1 2n-1 2n-1 2n n
> P(in—1 1)_4; _%__'—1 —ZXéé :2; :2(1): 11
V2\v2 va2\v2 V2142 y 2 2 2"
2n 2n 2n
> e(x,=2) =4 L| +32] =(L) =2
2142 2142 V2 2"




Exercice 2

]

-
Posons pour tout kde N - fi(z) = % L'application fp est définie et continue sur |—1; 1[. Montrons que la convergence de la série est uniforme sur chaque segment, on aura

alors f définie et continue sur |[—1;1[. Soit z € [a,b] C [—A4; 4] ] — 1;1]:

z* sin(kz) E
[|752] < 14

Les suites sont positives
Y |A|* converge car c’est une suite géométrique de raison |4| < 1

D'aprés le théoréme de comparaison, 1a série définissant f est absolument convergente sur |—1; 1. donc convergente. De plus :

©  *sin(kz) = 2|
Ba@) = |3 —5—| < X 14F =
k=n-+1 E=nt1 - I=l
En passant au sup pour < dans [a, b] :
|z|“+1
-
||Rﬂ||ou = 1_|=| njcu

Par théoréme d'encadrement. le reste converge uniformément vers 0 et 1a fonction f est bien définie et continue sur |—1;1[.

On va utiliser le théoréme de dérivation terme a terme. Il faut donc vérifier les hypothéses :

> fe converge simplement

E fi converge uniformément sur chaque segment

La convergence simple de 3 fi a été démontré dans la question Q1. Soit [a, b] un segment de |—1;1[ et z, A vérifiant z € [a,b] C [—4; 4] C] — 1;1[.

k! sin(ks) — kz* cos(kz)
k

fi(=) = la** (| sin(ka)| + |al | cos(kz)]) < 24"

Lasérie ¥ |A|’=_l est convergente puisqu'il s'agit d'une série géométrique de raison |A| < 1. Les séries sont 3 termes positifs. D'aprés le théoréme de comparaison, la série 3 f; est
convergente et son reste Ry verifie :

o0 oo |A|“
Ba(z) = | 30 fil=) <2 3 |4 < 25 i
E=n+1 E=n+1 -
On passe ensuite au sup pour = dans [a,b| -
1Rl < 220
—
|D° - ]—lAl n—++00

Le reste converge donc uniformément vers 0 et la série 3 f; converge uniformément sur tout segment de [a, b]. L'application f est dérivable de dérivée

f’(z] = E zl_lsin(kz) —zF cos(kz)

Comme |ze™| = |z| < 1:
= = k-1 d K 1
k-1 ikr _ iz iy k1 iz _ iz
éz € = € ;{IB ) |(1| [ é(:e ) = € 1_23'_:
Puis en multipliant numérateur et dénominateur par le conjugué de ze® -
i gn-lginz _ iz 1—ze ™@ _ e —z
= (1 — ze=)(1 — ze*) |1 — zeiz|?
L'application g est la composée de fonctions dérivables, elle est donc dérivable et :
( xsin(z) )‘ (sin(x)+z cas(z)){1—z cos(z))—(— cos(z)-+ sin(z))z sin(z)
' 1-zcos(z) (1—zcos(z)?
& (Z} B 1 zsin(z) |2 - 1 zsin(z) 2
v (1—m{zn) i (1—=m(=n)

En multipliant numérateur et dénominateur par (1 — = cos(z))?, on obtient -

sin(z) — zsin(z) cos(z) + z cos(z) — =2 cos?(z) + z sin(z) cos(z) — =2 sin*(z)
(1 — zcos(z))? + (zsin(z))?

g'(z) =

Soit encore :

sin(z) + = cos(z) — =2
(1 — zcos(z))? + (zsin(z))?

g'(z) =



En utilisant 1a question @2, la continuité et 1a linéarité des parties réelle/imaginaire, on trouve :

Ff(z) = f: =¥ ' sin(kz) + ¥ cos(kz) = Im (f: zb_leih) + zRe (i zt_ie"’)
=1 =1 =1

Puis le résultat de 1a question Q3 donne -

sin(z) + z cos(z) — z?
(1 — z cos(z))? + (zsin(z))?

g = ;Sinz z(cos(z) — z)) =
filz) = |1—zei"|2( (=) + z(cos(z) — z})

On trouve done f' = g’. De plus f(0) = g(0) = 0, donc les fonctions f et g sont &gales.



