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Séries numériques - espaces vectoriels euclidiens - 4h

Probléeme

I Vitesse de convergence d’une suite réelle

I.A - Des résultats généranx
LA.1) Par excmple, la suite (u,) = (L) apparticut a E°, puisqu’elle converen vers € = 0, ne
1 LY, an b ] 2

vaut jamais 0, ot que

Vn € N, ut =

T

Up+1 — ¢ 1
Uy — L 2’
done Lo suite (uf) ost convergente. Cocl montre gue Fensemble E€ ost non vide,
I.A.2) Non. E° n'est pus un sous-cspace vectoricl de R car il ne contient pas la suite nulle (olle
converge mals vaut constamment sa limite, done clle n'est méme pas dans E).
I.A.3) Par excmple, la suite (w,) définic par vop = wgpy1 = % pour tout £ € N cst daus E
{(pulsqu’elle converge vers £ = 0 ¢t ne vaut Janals 03, mais pas dans E° En coffet, on a

Vn € N, us =

Unil 1 sin =2k
- sin=2k+1

- 1
Uy, k1

dome lim uw§, =1 lim w5, =0, co qul montre gue la swite (wf) diverge.

k—+oc 2k " k—+oo 2k+1 1 1 ( u) &
Llensemble E° esl done sirictemeni. inclus dans F.

I.A.4) Si (u,) € E°, alors on a déja £° > 0 (en tanl que limite d'une suite & lermes posiuils).
Par définition de la limite de la snite (uf) @ powr tont réel £ > 0, 1l existe ng € N kel que
n>nyg=>{—c<ul, <4
Supposons que £€ > 1. On peut alors choisir 2 > 0 tel que € — g > 1 (par exemple
g0 = (£°—1)/2), vt on aara done uf = (¢ — g5 > 1 4 partir d'un certain rang ng, oo qui
50 PeGCTIt

ng e N, n>ny=|upe1 — £ = (£°—co)|u, — 1.

Une récurrence immédiane entraine alors
n>ng = |u, — £ > (£°—go)" "y, — £,

ot done  lm  |u, — £ = 400 (puisque £° — g5 > 1}, co qui cst contradictolre avee le fair

n—+ oo

que lim wu, = £ On a donc nécesgaivement /¢ € [0; 1]
n—4o00

I.B - Exemples de caleul de vitesse de convergence

LB.1} e Lasuite (u,) = (m) converge vors £ = 0 of ne vaus jamals 0, done (u,,) € 19,
De plus
&
. . Uy n+1
wn e N._ ?1,;'? = Ll = - — ]___
: ’ U, n+ 2 n—4oo

done (u,) € E€ et £¢ =1 {convergence lente).

e Lasuite (v,) = (nq") converge vers 0 (par croissances comparées) et e vaut janais
0 pour n > 1, donce (v,) € E. De plus

k
. Un n+41
Wn e N¥, . (” * ) q — q,

" U T n—+4oa

done (v,) € B¢ ot £° = g €]0; 1] {convergence géométricque de vapport g).



I.B.2) a)

I.3B.3) a)

e La suite (w,) = (#} converge vers 0 o1 ne vaut jamais 0, done (w,) € E. De plus

. Wyt 1
Yn e N, wl = — =~ ),
Wh n4+1l na+m

done (w,) € E€ et £° = 0 (convergence rapide).

On a v, = € In(1+27") pour tout n € N, done puisque  lim 27" = 0, le dévelop-
n——+oc

pement limité In(1 + 2) = 2 — - + o (%) donne le développement asymptotique

. z—0
suivant :
2" (2—“—%(2—"]2— o [(2‘“)3)) 1-127"4 o (27™) —2 "l o (277
Uy =€ z 4o —e “ T —+ 4 o —exe Rt too .
Eufin, on uatilise le développeoment limité eV = 1+ y + on[y) avec y = =271 4
y—r

o (27™) (gui tend bien vers 0 lorsque n — 400) ;

=+ 400
T A S S
Un = € n—rql-:x- ))=e an+1 rr.—a-(fl--x an )

La suite (v,,) converge vers £ = e of ne vaut pas e a partir dun certain rang, puisque
Up — € —z,flr < 0, done v, < e a partir d'un cortain rang. Ceci montre que
n—+00

(v,) € E. De plus,

. Jant2
e |E'u+1 - '-°| (?;2 1
v, = —F——"— ~ —Fomtl ==,
Uy — €] n—too ef27F 2
done (vf) converge vors ¢ = _.—f,, ee oul montre que (v, ) appartient & E°, of sa vitegse

de convergenee est géométrique de rapport 1/2.

Pour tout n € N* et pour tour x € RT, on pose f,(z) = In (1 + r—’?) e *. Chaque
fonction f,, est continne sny BY, la suite (f,) converge simplement vers la fonction
mille sur BT et ona 0 < f(x) < Le~® < xe”" pour tous (x,n) € RT x N*,

Tuiseue x — ze™* ost intégrable sur B (elle ost continue sur RY ot négligeable dovant
€T ;1; au voisinage de +oo, cle-meme intégrable), on on déduit par 1o théoreme de
0o

o [fu(z)dz esi bien définie pour toul n € N* el gue

convergence dominée que I, = |
. o
lim [, = jn Odx = 0.

=+ + oo

Do plus, 1, # 0 pour tout n € N* car si on avait I, = 0, la continuité ot la positivitd
de f, sur [0; +oo| impligueraiont que f, cst identiguement nulle sur [0; +o00f, co qui
n'est pas le cas. Cecl montre hien gque (1,) € E.

Soit X > 0ot n € N*, Une intégration par partics donne :

X x a X o1 N
/ In (l + i) e Ydr = [— In (1 + i) (.-_"} + — ——c “dux.
Jo n n 0 nJjo 1+4

Puisque [N In (14 L) e dr — I, el —In(1+%) (-:_""]f — 0, on en déduil

( X —+oo X—=+oo
ue Vintégrale L ] 1oy comverge of que
4 B “noJo 1+£~ ’ TRC CT quc
1 oo 1 -
I, =— —e "dx.
n Jo 1+ p

On obtient alors par application du théovéme de convergence doninée {encore) que
lim nl, = 1. linellel. nl, = [T g ()dr. avee g, (x) = L_e=* chaque [onciion
T . T 0 n * n [ 4 1
T—+ 4 oo b ) ) n
gn st comtinue sur RY ) la suite (g,,) converge simplement sur RY vers la fonction
e 7, ot |gn(x)| < e ® pour tout (n,z) € N* x R, avee la fouction r — e % qui
est intégrable sur RT. On a done

TL=—FD0

+oc
lim nfl, = / e “dr=1.
Jo

Finalement, on a I'équivalent [, ~ ?—JJ: qui montre que la suite (I,) appartient . E°€,

el posséde une vilesse de convergence lente (puisque lim <1 =1).



I.B.4) a) Ccla resulte dune comparaison séric-intégrale @ puisque ¢ — 79 est décroissante sur

10; +o0[. on &
k1 ok
. 1 1 1
Yk = 2, / —dt < — < j —dt.
& fo Jocx E—1 fo

Ln sommant poir k variant de n 4+ 1 4 NV, on obtient, pour tous entiers N >n > 1

N+1 N N
dt 1 dt
I § < -
j o — . Joox — \/n to !
k=n+1

141

1A

(N+D'" = (' i 1 _ Nt gt
l-a T e ke T l—a

En falgant tendre N — 400 dans cette inégalité, on obtient bien (puisque 1 — o < 0)

Iinégalilé voulue :
(” + l—rx I—n-
-« Z R” 1—a’

k=n+1

| ;“\

¢lest-A-dire 1 1
F 4 S fl - "SH. o a1
(v — 1)(n+ 1)1 (v — 1)no—1

M

bl La suite (S,) esl siriclement croigsanie el converpe vers £, done S, < £ pour woul

(=S .
n € N, ce qui montre que (S,) € E. De plus, S), = ==&, done en utilisant les
inégalités procidentes
n(r—l
— <5<,
(?’l €1 2)“—[ - n —

Cot encadrement. montre que Sy 7 1, d'on (S,,) appartiont & E€ ot posstde une
oo
vitesse de convergence lenie.
I.C - Vitesse de convergence d'ordre r d’une suite réelle

I.C.1) Puisque (u,) € E et la vitesse de convergence de (u,) est d'ordee v > 1, il existe une

, Upyq — ¢
constante M > 0 et nn rang ng € N tel que n > ng = u, # £ et % < M.
Uy —
On a donce, en multipliant. cetre inégalité par |u, — €771 :
Upr1 — F I
n > ng = LJ < Mlu,, — ¢ 1.
Uy — £
‘ - | =t
Puisquer—1 > 0et que 11111 uy, = L. on a 11111 up—£""1 =0, et done 11141_1 uu—lg =
—r =+ "
0 par I'inégalité préc ,dnntc: o qui mnntrn qlm la convergence de (uy,) cst rapide.
AT
. . Jz .
L.C.2) a) On sait que la série E — COLVCILE Vers e’ pour tout ¥ € K, done en évaluaut o
n!
=0
r = 1, on obtlent que la sulte (S),) converge vers s = e. Do plus, Ia suite (S;,) ost
strictement crolssante, done on a S, # e pour tout n € N, ce qui montre que (S,) € E.
+ oo 1
L} SollneMN Onas—S, = E —.
k!
k=n+1

Puizque ¢’est ve soinnie de termes pog'ltifa, clle o8t supdricure & son proemicy terine,

ce qui donme TVinégalité s — S, > n | RS De plusg, en factovisant pa T on A
boo Foo ’ oo ;
S z 1 1 1 1
S —_— = —_— = =
" k! (n+1+k)! (n+1)! k41
k=n-+1 k=0 k=0 (?1 + })



c)

d)

1.C.3) a)

c)

k+1 k1
Or. [[(n+3)= ]] 2= 2" pour tout k € N. douc
=2 =2
Foa
) 1 1 2

§—5, £ —— E aE T T

. | k |

(n+1)! —~ 2 (n+1)!

ce qui montre Ueneadrement voulu.

Grace a I'encadrement précédent, on obtient

2
“n+2

Spe1— s

ol -
Sp — s

done  lim

= —| =0, ce qui monlre gite la converpence de la suite (S5,) est rapide.
n—toa| Sn—s

Supposons que la convergence de (S,) soit d'ordie r > 1. Il existe alors une constante
M > 0 et un entier ng € N tels que S, 41 — 8| < M|S,, — s|” pour tout n > ny.
Les encadrements précédernmeni, élablis impliguernd, :
- < Sy — 8| £ MIS, —s|" < -"UrL
(n+2) =" - = ((n+ 1))
s0it
W > ng, (n+ 1)) 1 < M2 (n+2).

WVais ceci est inpossible car n+2 est néglizeable devant ((n+1)1)""! (vu que r—1 > 0.
Ddone la convergence de (S,) n'est pas d'ordre r.

Puisque [ est dérivable en £, elle est conlinue en 4. On a done (f{uy,)) qui converge
vors f(1) (puiscue (u,) converge vors £). En faisant tendre n — 4oo dans Ia relation
Upt1 = f(uy) (vraic pour tout n), on obticnt done {par unicicé de la limite) £ = f(€).

Supposons (i, ) non stationnaire.

Tout d'abord, la suite (u,) cst dans E. En cffet, $'1 existe ng € N tel que u,, = £,
alers, puisque f(€) = £, une récurrence inunédiate montre que la suite stationne a € a
partir du rang np, et ceci est contraire & 'hypothése. On a done w,, # £ pour tout £,
done (uy,) € E.

En aulte, on a pour woul, n € N :

:'H‘n—l - £‘ o f(“‘u) _ f(F))

Uy — L Uy — £

£ (0],

n—+0oo

(par définition de la dévivabilité de fon £ et continité de la valeur absolue).

Cecl montre que (u,) € E° ot que sa vitesse de convergenee st | f/(£)].

Supposons que | f/(£)] > 1.

S1(u,) n'est pas slalionnaire, lasuite (u, ) est dans E¢ (d'aprés la queslion précédenie)
al £° = |f(£)] > 1. Mais d'aprés la question I.A.4), c’est. impossible (£ dail apparienir
4 [0;1]). Donc la suile (uy,) est nécessalrement stalionnaire.

Tuisqu’on suppose il que (u,) n'est pas statlonnaire, on a nécessairement (u,) € E

unpr—€ [ f(un)— fE)]
[thn

— = L egl. blen délini.
—7 [t —1]

{d’aprés la question 1.C.3)bY}Y, donce le guotient
Monlrong alots 'équivalence voulue :

e Si f(0) =0 pour tout k € {1,---,r — 1}, alors la formule de Taylor-Young

donne :
. . 'f[‘_..‘-l|u:} |u_n. - t':‘|J +o0 (|?L.” - lr|J) .
|u'u+1 - £| _ U(uﬂ) — j(“| _ " n—+oo fr”(m
|'u.,,_ - f|" B |'t:.n_ — " B |u“ — f|"' n—s+400 7! '

. my1—F » . -
Etant convergente, la suite M est bornée, done la vitesse de convergonoo
E : U —L] : s

de (uy) est d'ordre r.



e Sinon, Vensemble {k € {1,--- ,r—1}, f&) (£) # 0} est non vide. En notant j son
minimurn, la formule de Taylor-Young donng :

f“;!(f) |t — £ + 0 (|u, — £]7)
I’:'i-“_|_1 - f| . |f(u.“) - f(f’)| _ : n—+400 c

lun — € [un—{" iy — {]7 n—too [y, — £~

Jtns = €]

avee C' > 0 ¢t r — j > 0, ce qui cutraine que  lim — = 400, ot done la

= |'U»n — f’|'
convergence de (u,) n'esl pas d'ordre r.

Exercice 2

Ak
(1) Pour tout A € R, la série Zﬁ est convergente de somme e*. Pour z € R et donc a for-
k=0
tiori pour x > 0, la quantité R, (x) est le reste d'ordre n de la série précédente avec A\ = nx :
il est donc bien défini. De plus

)k
To(z) + Ry (x) = Z (n:') =",

k>0

(2) La formule de Taylor avec reste intégral a l'ordre n appliqué entre 0 et x a la fonction (de classe
C®) f 1t e g'écrit

T (k:] T . n T . k o _ n
et — f(I} — E f (0) x.k + / (3' "') f(n. 1) (t) dt = n-r + ] ('T: *") n" | lenf dt.
k=0 kl 0 0 'H,I

n! k!
(N .
k=0

En effectuant le changement de variables u = x — t dans le terme intégral, on en déduit

0 'U!.n enznﬂ.+l T n'n-i—l x
R,(z)=€e"" = T,(x) = / —n" e (dy) = —[ w"e” " du= e"‘c—1/ (ue™™)" du.
z 0 n Jo

n! n!
(3) On a
n+1
anp1 (n+ 1) F2yntin) n+1\""
Z T T+ 1)lnn+iyn = n y=yexp((n+1)In(1+1/n)).
T e
Or,

(e Dm(1+1/m) ~ "L o

n—r+0oo T n—+oo

donc lilln (n+1)In(1+1/n) =1 et par continuité de I'exponentielle au point 1, on en déduit que
TL=p =0

- Iy 41
lim
n—+o0 (g

= ye.

1 An1

< 1 et par le critére de d’Alembert que| lim a, = 0|
n—+oa

Siy < e !, on en déduit que lim
n—F1C

+oo

Qn




(4)

(5)

La fonction u — ue ™ est dérivable de dérivée u — (1 —u)e . Elle est donc strictement croissante
sur [0,1]. Pour  €]0,1[, on en déduit que

M= sup ue “=ze *<lxel=e1
ue0,x]
On en déduit que
pitl
0< Ry(z) < e ——M".
n!

n+1

D’aprés la question précédente, et comme M < e~ !, on a lim M"™ = 0 et donc bien que

n—t+oc !
Ru(z) = o(e"")|

T——400

De la, pour z €]0,1]

_ nr _ — nr nr ~ nr
Tolz)=¢ R,.(x) =e"" 4+ o(e"") ULt

Immeédiat par récurrence et intégration par parties, et hyper classique !

On a

1
- — nr nT ?I’n'+ ’ —Uu\mn
To(z) =e"" —e 1 (ue™™)" du.
. 0

Or, et d’aprés la question précédente :

+oo +oo oo gn dt 1 +oo |
n!

(we™™)" du = ue ™ dy = —et—=— tretdt = ——.
Jo 0 t=nu 0 n" n nn+ Jo n_'n,—f—

On en déduit que
nn+1 +oc T ?1n+1 +o0o
To(x) =e™ (/ (ue )" du — / (ue )" du) =™ / (ue )" du.
0 S0 x

n! n!

Suivons l'indication de I'énoncé en commencant par la justifier : la fonction u — ue™ ™ est stricte-
ment décroissante sur [1,+o00[. On en déduit que pour x > 1 et pour u > z, on a ue * < we™ ™.
On en déduit que

(ue™™)" = (ue ™) ! xue ™ < (xze )" x ue ™.
De 1a

Tl-“+1 oo lnn-}—l 1 +0o0
0<T,(x) <e™ (ze ") 1 ue “du =" (e )" x —— ue " du.
n! ! re™ T [,

.
Or, commex > 1, re™* < 1xe~! = ¢!, en appliquant & nouveau (3), il vient 1i141_1 ;
n—+oc 1l

0 et donc par domination lim T, (x)e™™* = 0 et finalement | T,,(x) = = o(e™*)|
n——+oo n—r+oo




(8)

(9)

La fonction f est dérivable sur [—1, 1] et posséde un maximum en 0 E] —1, 1[. On en déduit que

700}

On a alors, d’aprés la formule de Taylor-Young en 0 :

113‘2
flz)=1- ) + o(z?)
et donc
1 x? 2 1 x? 5 1
ple) = -zl (1 —g el )) Do E S (‘? o) ) 53
puis

. 1
L Ay

La fonction ¢ est continue sur | — 1, 1] et a valeurs > 0 : c’est clair sur | —1,1[\{0} car f(z) €]0,1]
six €] —1,1[\{0} et c’est aussi clair en 0 puisque ¢(0) = 1/2. Mais comme | — 1, 1] n’est pas
un segment, il faut examiner le comportement de ¢ lorsque x tend vers 1 et —1 afin de conclure
correctement.

e Si f(—1) > 0, alors  se prolonge par continuité en —1 et p(—1) = —In(f(-1)) > 0. La
fonction ¢ est alors continue sur le segment [—1,0] et & valeurs > 0, elle y posséde donc un
minimim > 0.

e Si f(—1) =0, alors $£n11¢(w) = +oo. Il existe donc d > 0 tel que ¢ est a valeurs > 2 sur

]=1,=1+4]. Sur le segment [—1+ 4, 0], la fonction ¢ est alors continue et a valeurs > 0 donc
y posséde un minimum ¢ > 0. On a alors ¢ > min(2,¢) > 0 sur [-1,0].
Dans les deux cas, ¢ est minorée sur | — 1, 0] par un réel > 0. Le méme raisonnement vaut lorsque
x tend vers 1 et donc sur [0, 1].
On a bien montré que g est minorée par un réel > 0 sur | —1,1].

Soit o > 0 tel que @(x) > a pour tout z €] — 1,1[. Alors In (f(.z:)) < —ax? et par croissance de

I'exponentielle,
2

Ve el —1,1[, f(z) <e .



