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Réduction endomorphismes - Intégrales généralisées - 4h

Exercice 1 et 2

Voir le TD

Exercice 4

1 . o Supposons qu'il existe un réel a tel que P, soit un endomorphisme de Ro, [X].
Alors @4 (X?") € Ry, [X]. Or @, (X?") = (i - Xz) 2n X pa X = (a—?T‘a,)X2"‘+1—|—EXZ“_I,
Donc a = 2n.
¢ Si a = 2n, alors montrons que ®, est un endomorphisme de Ro,[X].
Soient P et @ deux éléments de Ry, [X] et A et p deux réels.
Do (AP + Q) = (% - XQ) (AP + puQ) + 20X (AP + uQ) = AP, (P) + u®,(Q).
2n

Et il existe des réels ¢p. c1,- - . cap tels que P(X) = Z e XE.
Je=0

2n 2n 2n an 2n
1 2 . k—1 r . vk 1 Ly k—1 . Ly E+L . k41
Dot @, (P) (3 _x ) S kXM X Y Xt = 30 Lok XS kX o Y o X
k=1 k=0 k=1 k=1 k=0
2n 1 2n 2n 1 In—1
At _ k—1 - k1 _ 1 k-1 vkl
Ainsi ®,(P) Z l(’ka + Z:l cp(2n — B)X = é 1 cpkX —+ g cp(2n — k)X

Donc ®,(P) € Bgu [X].
Ainsi @, est un endomorphisme de Ry, [X].

‘Ainsi ®,, est un endomorphisme de IRy, [X] si et seulement si a = 2n..|

2 . Soit A [ —n,nl.
¢ Soit a et 3 deux éléments de IV tel que P = (X + l) (X vériﬁe Dy, (P) = AP.
1 1 a—1 1 a-1 1 o
Or ®,,(P) = (_—1 —Xz) ( (X— 5) ( + )) (X—l— ) (X — 5) +2nX (X+ 5) (X— —
]_ (a3 l ,S
Alors @g,(P) = ((Zn —a—-g)X + (v = 13) ) (X + 5) X - 5) .
1 ) 1 o 1 e 1 a4 1 B
Comme ®5,(P) = AP, alors | (2n —a — )X + 2(a -3 )X+ 3 X - 5) = Al X+ 3 X - 2
1 . l [+3 l _."‘3
ou encore | (2n—a — )X + 5(0: —G=2N) ][ X+ 3 X — 5) = 0.

1 i i i
Donc (2n —a— )X + 3((.1 —0-=2X) =0 Ainsia+8=2neta—3 =2\ Alorsa=n+ Aet
B=n-A\ B

o 3 x 3
1 1 —f 1 1/
o Réciproquement si o = n+Xet 3 = n—A\, alors ®,,, ((X + 5) (X - E) ) =2 2 (X + 2) (X - 5) '

a g
Ainsi P = (X + %) (X - %) vérifie ®g,, (P) = AP si et seulement sia=n+Aet 3 =n— A

[

b2 =




3 . Daprés la question précédente, pour tout entier A de [ — n,n] il existe un polynéme non nul P =

1 iy 1 ;_j’
(X + 5) (X - 5) tel que @5,,(P) = AP.

Donc A est une valeur propre de ®o,,.
Ainsi @3, est un endomorphisme de l'espace vectoriel Ry, [X] de dimension 2n + 1 admettant 2n + 1

valeurs propres deux a deux distinctes.
Donc les sous espaces de @5, sont des espaces vectoriels de dimension 1.

1 n—+A 1 n—2A
Ainsi Sp(®g,) = [ — n,n] et YA € [ — n,n], Ex($y,) = Vect ((X + 5) (X - 5) )

I

Notons A la matrice de ®g,,.
Rappelons que ®5,,(1) = 2nX, ¥k € [1,2n-1], ‘I’z.“(Xk) = %X'k_l+(2n—k)Xk+1 et (I)z”(XQ”) = gXZ"_l,
Donc les coefficients diagonaux de A sont nuls et Sp(A) = Sp(P2,) = | — n, n]. -

Comme tout vecteur non nul de .#,, 1.1 (IR) est un vecteur propre de I, les valeurs propres de A+nla, 4
sont les entiers A + n ot A est une valeurs propres de A.
Les coefficients diagonaux de B = A + nla, 1 sont tous égaux a n.

Ainsi B est une matrice de .#2,+1(JR) dont tous les coeflicients
diagonaux sont égaux a n et dont le spectre est [0, 2n].

. ] . 2
D . Remarquons que les valeurs propres de la matrice B= sont les entiers 0,1,4,9, -+ ,4n~.
Or B? est la matrice de 'endomorphisme (¢a,, 4+ n1d)?.

Ainsi 'endomorphisme de E, U = (¢o, + ﬁLId)2 admet
0,1,4,9,---, 4n?* comme valeurs propres.

Exercice 5

Q1.

f.a) Un calcul sans mystére révéele que U? = V2 = Iy, donc u? = v? = Idg. De méme, on vérifie que

3 -1 6 3
-2 0 =3 0
-2 1 -4 =2
0o -1 1 1

= —VU.

‘ u et v sont des symétries et uv = —vu. ‘

1.b) On a immédiatement

|tru=trU=O et tI"t-'Ztl'V:O.|

Or, u est diagonalisable et Spu C {—1,1}: de plus, la trace de u est égale a la somme des valeurs propres, prises avec
leur multiplicité ; ainsi, la multiplicité de 1 et de —1 sont toutes deux égales a 2, Puisque u est diagonalisable, ces
multiplicités sont égales aux dimensions des sous-espaces propres :

‘dirnEl(-u) =dimE_q(u) = 2. ‘

Le méme constat s’'impose évidemment pour v.

‘ dim Eq (-‘()) =dimE_4 (1_,) — 9. ‘

2



I.c) Résoudre le systéme

(U-1,)X=0
permet d’obtenir, par exemple, des vecteurs
3 0
0 1
E, = 9 et E, = 0
1 0

‘Unn base de E;(u) est (e, e2) avec ey = 3by — 2bs + by et ex = bo.

Posons ez = v(e1) et ey = v(es), alors on a
uleg) = wv(er) = —vule)) = —v(er) = —eg

et de méme
u(ey) = uv(es) = —vules) = —vles) = —ey.

Un calcul direct est également possible, en calculant explicitement
]":3 = V[":l et [“}4 = VEQ

La famille (es, e4) est libre, car image par un isomorphisme d'une famille libre ; elle est de cardinal 2 donc

‘ (e3,€e4) est une base de E_; (u). ‘

Puisque Eq(u) et E_1(u) sont en somme directe, la famille £ est libre et, par cardinalité,

|£' est une base de E. |

Enfin, il reste a calculer v(es) = v%(e1) = €1 et v(es) = v?(e2) = es pour conclure que

1 0010
matg(u) = ! 1 et matg(v) = U 8 3 [l}
-1 0100

Q2. En prenant la trace de la relation uv + vu = 0 et en se souvenant que tr(uw) = tr(vu), on obtient 2 tr(uv) = 0,
donc

Q3. On écrit successiverment

tru = tr(uv?) v? =id
= tr(vuv) = — tr(uwvv) Uy = —vi
= —tr(u) v =id

done

Les roles de u et v étant symétriques, on a également

Q4. On peut procéder par analyse-synthése. Soit x € E.

Analyse

Supposons qu'il existe a € Eq(u) et b € E_(u) tels que x = a +b. Alors s(x) = a — b, ce qui montre que



z + s(x) xr — s(x)
=— t b= ——.
¢ 2 ¢ 2
Synthése
Posons a = z+s(@) et b= I_TS(I} Alors a+b = x et l'on vérifie rapidement que s(a) = a tandis que s(b) = —b,

ce qui prouve que a € Eq(u) et b e E_y(u).

r+u(z) o —ulx)

E=Ei(u) & E_1(u) et tout x vecteur de E se décompose en x =

2 2
—_——— —_—
ely(u) cE_q(u)

Q5. Dans une base adaptée i la décomposition précédente, la matrice représentative de u est de la forme

(Lo
mémt(u) = ( 0L, )

ol k et £ sont les dimensions respectives de E;(u) et E_1(u). La trace de u est donc égale 4 k& — £ or elle est nulle,
donc £ = k et la dimension de E est n = 2k.

‘La dimension de E est paire. ‘

Q6. QA Soit =z € Ey(u). Alors u(z) =z et
v(z) = vu®(z) = —wvu(z) = —u.(t-'{:r))

ce qui montre que v(z) € E_j(u). A
Ceci prouve que 'I,-'(El (u)) C E_j(u). Or, v étant un automorphisme, la dimension de t..'(El(u)) est égale a celle
de E1(u), elle-méme égale a celle de E_;(u). Ainsi

’U(El(u)) =FE_1(u).

Le méme raisonnement permet d'achever la question :
Qd Soit € E_1(u). Alors u(z) = —x et

v(z) = vu*(z) = —uvu(z) = u(v(z))

ce qui montre que v(z) € Ey(u). 2
Ceci prouve que v(E_;(u)) C Ey(u) et, par égalité des dimensions :

v(Ey(u)) =E 1(1:)“

Q7. On choisit une base (z1,z2,...,z;) de Ei(u). Notons
er+1 = vlier) er+z = v(ea) ear, = v(ek).

L’image d'une famille libre par un automorphisme (ici, v) étant libre, on en déduit que (ex41, €kg2,...,€2¢) €st une

base de E_;(u). Posons alors C = (ey,...,€ep, €p+1,...,€2;) : c'est une base de E. Puisque ey, ..., e; sont dans Eq(u)
et que egt1,..., ez sont dans E_;(u), on a déja
I 0
mate(w) = .
(w) ( A

De plus, on a
v{€ki1) = 1‘2(61) =€ v(egr) = ’Ug(ﬂk) = €k

mate(v) = ( I(l I(;c ) .

ce qui montre que




Exercice 3

Partie I
1.(a) La fouction g est de classe €' sur R* comme quotient de fonctions de classe €1 dout le

. \ . t
dénominateur ne s’annule pas. [*ar ailleurs, on a g(f) ~ 7 —— 1 el on en déduit la continuiié
t—0 t—0

de g sur R. Par dérivation, il vient
tcost —sint
Vi e R g'(t) = —

Avee les développoements usuels, on trouve

J(0) = t(1+ O(t))tz_ t+ o(t?) — o(1) 0

D’apras le théoréme de prolongement de elagse €71, on conelut,

g€ ¢ (R,R)

. 1 . _ :
1.{b) 1 Les fouctions ¢ — n et t > 1 — cost sont de classe €' sur |0;+00[. On a

1 — cost 1—14 ot 1 — cost O
cos _ + o(t) 0 o cost  _ (1) 0
t t—0 t t—0 t t—toc  t t—+o0
1 —cost]™ t +oo 1 — t
Le erochet [%} Ctant fini, les intégrales / % dt et / % dt sont de
f 0 0 0 /
) W 1 —cost ) .
méme nature, Soit f ot > 0+ fi Onafe%,,0;100[,R) puis
, 1 —1+4¢/2+ o(t?) 1 (1)
t) = y — ol ty = 0O —=
f( ) t—0 t2 t—0 2 ¢ f( ) —++00 12

La fonction f est prolongeable par continuité en 0 done intégrable sur |0; 1] et intégrable sur
. ) . . e e 1 — cost
[1;+00 [ par comparaison et critére de Riemann. Ainsi, l'intégrale 2 dt converge et.
0 :
par conséquerl,

s Tgint
Lintégrale ; dt converge.
0 A

dt

+00 i (s

e . . . o sin( jt

1.{Db).ii Soit j entier non nul. Avee le changement de variables u = jt, les intégrales / ?(LJ )
Jo .

sin u . . .
et, / du sont. de méme natnre done convergentes et par conséquent égales :
0

u
Vj € N* / sin(jt) 45 —
Jo t

o | =3

_ sin ¢ ! 2 tt1 !
. (© ) F  — p— — _ '4 ) — = : '4
1.{c) On a ln( p ) In (1 30 -+ = + o(t%) — + SRETEIE + o(t*)

D’on Ing(t) = —— — — +o(t*)

. < . : ; n,oo.o .
1.{d) Soit n euntier non nul. Avec le changement de variables u = 4/ gt} il viewt.



l"—v,:—: 2 3 Vv3lnn 2
Tl g
/ e 6 df = —/ e 7 du
0 ./

V3lnn +00 .
2 ] T
_u? _u? T
Or, on a e 7 du —— e 7T du=+/—=
—r+0oa 2
Jo Jo
. V3lnn 2 T
On cn déduit e”zdu ~ —
Jo n—r+o0o 2
) ]
2.(a) Soit n = 2. La lonction t — ——— cst continue par morccaux sur [0; 00 [. On a
L3 Tl mn . )
sin™ ¢ t sin" { 1
— ~ — — 1 el : = 0| =
th =0t =0 " t—+oo in

On en déduit Uintégrabilité de la fonction sur |0 1] puisqu’elle prolongeable par continuité en
0 et sur [1;+o00 [ par comparaison ct critére de Riemann, Ainsi

00 M
.o st
Pour n = 2, 'intégrale /

40

dt converge.

t‘]’l

2.(b) TYaprés Vintégration par parties effectuée a la question 1.(b).i; on a I'égalité

Tsint 1 —cost]™ 1 — cost
[ dt = {7} +[ —dt
N’

0
=0

1 — cost > sin(t/2
Par trigonométrie, on a ] ———dt = 2/ ﬁ dt
0 t? 0 2

du sont

, 1 ) 0gin?(t/2 *gin?u
Avec le changement de variables u = 2 les intégrales 2/ 7( /2) dt et /
0 U

12 2
0
de méme nature done convergentes et par conséguent égales. On conclut

foc xo 2 Foo | x
sin” u sint
/ 3 du = / dt =
0 U 0 t

3.(a) Soit n enlicr non nul et k€ [0;n—1]. On a

el —e7i\" 1 o
Vte R hn(t) = (T) — wé;}(g)(_l)n—{elmf—ﬂ)f

La lonetion h,, est de clagse €°° sur R d'aprés les théorémes généranx. Par dérivation, on trouve

po | =

) ]_ s . i o
vteR  hP@) = @) 3 (1) (— )26 — n)R(i)ke @
)" =0

Par inégalité triangulaire, 11 vient

Vte R

1 n ]
O] < 5230 () 120 = !
2" =0

Ce qui prouve

Pour k€ [0;n— 1], il existe K > 0 tel que, pour ¢ réel, on a

h) (1‘.)‘ <K.

Remarque : Le sujet d'origine indique pour ¢ > 0 dans la définition de b, puis considére 1a
fonction sur R tout entier, ce qui ne pose pas de probléme de toute facon.



. . : o en k) YT AT
Variante : On aurait aussi pu justifier que A\ est 2r-périodique comme dérivée d'une telle
fonction, continue done bornée sur une période et par congéquent bornée sur R tout eutier par

périodicité.

3.(b).i Soit n enticr non nul. On a

ha(t) = (t+o(t)" = (1 + (1+o0(1)" — 1

o(1))" =t"(1+0(l1))" aveec =

hn(t) =t +o(t")

Diou
3.(b).it Soit n entier non mul et k& € [0; n — 1]. Par dérivation d'un développement limité, il
vient
: n!
h_“‘-) ) = 7#“ k +0 = k
n ( ) 10 (T] - !EL) ( )
he(t n!
Dion () &
tn=k 50 (n— k)

(k)
3.0¢) Soitn = 2et k € [0;n—2]. La fonction ¢t — :n—(aJ est contitme par morceaux sur
] 0;+00 [, prolongeable par continuité en 0 et, d’aprés la majoration établie 4 la question 3.(a)

M) O( 1 )
fn=k {400 fn—k

a fonclion est donc intégrable sur |0 1] (faussement impropre) et sur [ 1

ct. critére de Ricmann, Ainsi

Pourn >2et k€ [0; n— 2], I'intégrale /
0

oo [ par comparaison

Foo
APt
I ( ) ('h‘ converge &}lﬁfllllfllp'llt

n— 1 ) .
2. Los fonetions ¢ — "2 (t) et ¢ — " sont de classe €71 sur |0 +00 [, Diapras le
n! . :
résultat de la question 3.(b).ii, on a Ri" 2)(1‘) ; 3t3 ot d'aprés le résultar de la question 3.(a),
1=+

onahl" () = O(1). Ainsi
t—+oo
') ol R (#)

(1
—t—0 of ——— = () (—) — 0
t t—>[} 2 t—m t t—stoo t t—toa

3.(d) Soit n >

D’aprés le théoréme d'intégration par partics, les intégrales

+ocf}[ﬂ—13 t oo g (n—2) "
/ hn 0 g et / _h ) g
1] t 0 f'2

h{n 2)( .
sont. de méme nature. La fonction t — — est continue par movceaux sur | 0; +00 [ puis
(n—2 2) ;
A2 () o B2 () 0 ( | )
—_— —% — en —_— = _ -
{2 t—0 2 12 t—+00 t2

On eu déduit son intégrabilité sur | 0; 1] car prolougeable par continmité en 0 et sur [1;+00 [ par

comparaison el critére de Riemann. Ainsi

.__x.f .('H_l) (t
dt converge.

L'intégrale ]

0




Limtégration par parties mise en cenvre donne égalité

—-':-c;-]_gl—n t / ;’:’1—2) t e +o0 ;(:?-—2) ¢
[ [ 0] R,
<0 t l 0 <+ 0 tz

N ———’
=0

Avec des intégrations par partics successives, on peut conjecturer que la propri¢té

+00 1on o1 _ 1A oo 3 (R)
Pk :/ ‘ollT.L t & = (n—1 k)/ ha, (t) dt
0 tn (n—1)! 0 tn—k

est vraie pour tout £ € [0; n — 1]. On a clairement. 22(0) viaic. Supposons Z2(k) vraic pour

ke ]0;n—2]. Ceci supposc l'intégrale a droite dans 'égalité convergente. Les lonctions ¢ —
1

(n—k— L)in-Fk-1

et 'Y gont de classe €. On a

h.,(,,k}(t) n! =k ' 0
(n—k — 1)tn=* 1150 (n — k)!(n — k — 1) tnk=1 =0

ha ' () B ( 1 )
ct - (n — k= 1)tu—k—l. PR O tn—k—1 o0 0

h(t) e
p : | n_k_l] est fini, nul el on a
n—k—1)t 0

Ainsi. le erochet {— {

(n—1=k)! [*m() (n—1-k)! 1 oo (1)
dt = dt
(Tl. — l)l 0 tn—k ’ (?1 _ l)} n—k— 1 o tn.—k—l
_(n—1—(k+1)) /“‘“‘ htY (1) dt
(n—1)! o fn—(k+1)

ce qui clot la récurrence. Avec K =n — 1, on conclut

foo . n : roo 7. (m—1)
sint 1 hun t
f (ﬂ) dt = / (0 g
0 t ('?1 — 1)' 0 t

4.(a) Seit n entier non unl. Pour ¢ réel, on a

i —ity 2n on o
h,zn_(t) = (i) — 1 EZ (z;) (_l),‘..e—lkf(,u[)n k)t 1 . 22 (2}:1) (_l}gﬁeiwn_gk]t
2 (21)2” i=0 4n( )n_ =
En observant (—=1)" = (=1)7", on conclut
1 2n ] ‘
Vte R hon(t) = — (zs)(_l)Tl‘erl(Qﬂ—zk)f
4 k=0

A.{b) Soit n entier non mil. Par dérivation, on a pour t réel

2n— 1 2n n ) N o
;"g; 1 ( ) = P E (2 )( )t E‘(Zn _ ijzn—l(ljzn_lel(m—zkjt
]_ 21’? 21 i In—1 . i {(9m— 2
= =3 () (1) (n — k) (=1 (—i)ein -2
25.::(]
Comme la fonction h;f'—l} est. réelle, il vient en prenant la partie réelle dans le membre de gauche
1 2n
hon(t) = 5 3 (1) (1) (n — k)*"~*sin(2(n — k)t)
k=0



On observe (ue le terme en & = n est nul et ou sépare cette somme en deux : powr k € [0; n—1]
ot pour k € [n+1; 2n]. Dans la premicre somme, on [ait le changement d'indice £ =n — k ot
dans la deuxiéme ¢ = k& — n. On obticnt

k)

2hsn' (1) = D0 (1) (1) sin(241) + Ezl(m}( 1) (—€)% 1 sin(—2¢t)

On obscrve Ve [1;n] (ff{) = (_ZFL_Q(‘;’;_&) = (?:34’_‘5) (=) = (—1)n+

et avec Mimparité du sin, on conclut

mn

vieR V@) = Z;l (—1)™He (2 ) e sin(20t)

4.(¢) Par linéarité de l'intégrale, toutes les intégraled concernées étant convergentes d'aprés le
résutlat de la question 1.{b).ii, on a powr n entier non nul

/.m (sint)z"‘ w - 1 /'x‘f;f 1(f)
0 t S (2n=-1)1), t

1 O m on sin(2/0t)

- = E=Zl(_ )1?—}-? (,H_n) {'21? IT dt

(2n =11 J,
e sint)?” 1 n o\ T sin(20t)
— _1 n-€ f 2n fzn—l lt
/0 ( : e ) /D t
0 fgint) 2" T 1 n ot 7 20\ 32l
r't on (_‘.(_)Tl(_fh]t 4 (T) Eh‘ = 5@5( 1) + (H—n)é
7 tn 1
5.(a) Pour n = 2, on a YVt = % < lmfln | < m

+o0 dt
CUI[]I'IL(_‘. / T COIY L‘l'-’(‘ 1] Y lf‘]flt par LOIIl])dldlb{)]l ot ]IlL‘gdlltL‘ tlldl’lOUIdII‘L‘
1 .

/J“"’C&;il'f’“1‘.df P /+°°|sint|n dt</+x’df /‘“‘dt 1
TS B {n I

) Tgin® f 1
On conclut / s dt = o (—)
kil tn \/ﬁ

sint
t
La fonction est dérivable comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’an-

[~ B

5.(b).i On pose vt € } 0: z;} o(t) =

mule pas. On trouve

( t t —sint
ve|oiZ] = Leontosint
2 t?
On pose S ] 0; %] (t) = tcost — sint

On a 1 dérivable ot par dérivation

Yt € } 0; g} Y(t) = —tsint <0

Comme 1(0) = 0, on en déduit ¢ négative et on conclut



|La fonction ¢ décroit.

Inn
On a g, —— 0 par croissances comparées. On

\/ﬁ n—00

s . . .
. Par décroissance de ¢, il vient

5.(b).ii Seit n entier non nul. On note £, =

choisit n assez grand pour avoir g, <

2
7 2 T .
[Fema< [Teea= (G -a) e
2 Inn)2
Puis Inp"(g,) =nlng(e,) = —% +o(nel) = —% +o((Inn)?)
.. m Inn  (Inn)? )
d’on vn (5 - aﬂ) ¢ (gn) = O(1) exp = "6 +o((Inn)?)| —— 0
] 2 g n—o0
=0 P

o "2 [sint\" 1
Alnsi S dt = ol|—
Je., t n—+oo \/T_]

5.(c).i La lonction h : u+— e ™ cst dérivable sur R avec |h/(u)] = e ™ < 1 pour u = 0. Alnsi,
d’aprés inégalité des accroissements finis

Yu = 0 |h(u) — h(0)] < 1|u—0

Antrement dit Yu =0 le™ —1| < wu

Remarque : La question cst étrangement mal posée. N'imporic quel @ > 0 [ait 'allaire ¢t on
peul. faire micux que inégaliié exigée cn se passant <u facteur 2.

- 7 sint) | 2
5.{e).1i On pose vie|o:g]  hp)=m (%m ) +=
2 : R

On a obtenu précédemment

180 180
h =
1
=0 ~1m0 <0
t:L
Omn en déduit que h est négative au voisinage de 0. Par aillcurs, on a ~180 2 > —t3 au voisinage

de zéro puisque t* = o(#?). Par conséquent, pour un choix de voisinage de zéro sullisanument
t—0

petit, les deux conditious mentionnées sont réalisées autrement dir

. 3 sint t?
On dispose de b > 0 tel que pour ¢t € |0;b], ona —t* < In . + G S < 0.
A )

5.(c).iii On a &, —— 0 par croissances comparces. On choisit n asses grand pour avoir g, €
TL—+ OO

[0:b] et done —1* < h(t) <0 pourt €]0;2,]. On obtient

R ASTITAN nt? a2
RS R/
Jo t 0

< /Sne—% (1 o Oﬂ.h(ﬁ}) dt < /@” (1 . e—n_p'i) dt
Jo T Jo

10



Avec la majoration de la question 5.(¢).1 (avec le factenr 2), il vieut

e fsint\" e
/ ( ) dt —/ e o df
0 t 0

Remarque : La cncore, il est aisé de [aire micux que ce quexige le sujet :

=l /sint\" 2 &n nel Inn)?
/ (—) — e_TZ} dt| < / ntddt = —2% = u
Jo t Jo

2(Inn)?
n

“En
< ] 2nt® dt < 2n(e,)%s, <
0

4 dn
Compte-tenu de ce qui suit, on aurait pu aussi se contenter d'intégrer la relation de comparaison
43 . .
1—e™™ ~ nt*sur]0;¢e,|. En effer, on a
t—0

Ey En 4 4
! : ) ne; Inn

[ (1 - C‘_ms) dt ~ / nt3dt = —2 = (Inn)®
Jo nortoo fg 4 4dn

ce qui suffit pour conclure & la question sulvante,

5.(¢).1v Soit n entier non nul. Par relation de Chasles, on a

O Asint\ " o lsint\" ‘3 [sint O rsint
- dt = dt + — ) dt + dt
0 t 0 t £n t : t

) _ , 2(Inn)*
Par croissances comparées, on a ———— = 0
' n n—++00

|

2|

—) Ainsi, d’aprés les résulials inlermeé-

vn
diaires précédemment ctablis, on a

j“Lm(Sirlt)” q S ) 1+ ( 1 )
— 1t = e" s di+ou|—
0 t n=rree Jo Vn
En \?r.l._J 3 ].
et / e " dt = —W—FO(—)
Jo n M

+00 s n 7

sint I

On conclut / ( ) di ~ 22
0 ,-" T—r+00 T
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