2022-2023 Correction devoir surveillé 2 PsI

Algébre linéaire 4h

Exercice 1

Cf cours.

Exercice 2

m m m

1. Soit ¥ € E. Puisque F = @Ej. il existe (Zy,....Zm) € [ Ej tel que : & = Y #;. Avant de
i=1 J=1 J=1

parler de projecteurs, notons d’abord que si I'on applique u a cette égalité, on a par linéarité :

m
u(¥) = > u(¥;) et comme ¥; appartient an sous-espace propre de u associé a A;. et ce pour tout
i=1

m
J € [1.m]. on a u(¥;) = \;&; pour tout j € [1,m], et donc : u(Z) = Y A;Z;. Par une récurrence
J=1

facile : .
VkeN, uf(@) =3 Mz 1)
j=1
m
Soit j € [1,m]. Par définition, #; est la projection de & sur E; parallelement a F} = @Ei. Par
i=1
1#]

conséquent, si l'on définit p; comme le projecteur sur E; parallelement a F}, alors égalité (1) peut
se réécrire :

VkeN, uf@) = > Aep, (7). (%)

Ainsi les p; sont des projecteurs, non nuls car leurs images sont les E; (qui sont des sous-espaces

N m
propres, donc non réduits a {0}), et d’aprés (%) on a : uf = Y )\ifpj. D’ou le résultat.
=1

m
2.(2.1) L'égalité P(u) = > P()\;)p; est vraie pour tout P de la forme P = X* avec k € N d’aprés
i=1

(), et comme la famille (X k) engendre C[X] on en déduit, par linéarité, que I'égalité est

vraie pour tout P € C[X].

kel



(2.2)

(2.3)

Les familles génératrices infinies ne sont pas au programme de PSI, donc si 'on ne veut pas
se permettre ce petit écart on traite cette question en écrivant P € C[X] sous la forme :

d d ,

P = Y ;X% de sorte que : P(u) = ¥ a;u’. On a alors le résultat en utilisant () pour
i=0 =0

exprimer u’ en fonction des p; :

d

d m m d m
Plu) =3 au' =Pu)=>"a /\ﬁ-pj =Y (Z ag)xﬁ) p; = > P(X\)p;.
=0 =1 \¢=0 =1

=0 j=1 j=1

D’apres le critére polynomial de diagonalisation, u est diagonalisable si et seulement s’il existe
un polynéme annulateur de u scindé et a racines simples. Or, d’apres la question précédente,
pour trouver un polynéme P € C[X] tel que P(u) = Oy, il suffit d’avoir : ¥j € [1,m],
P(A;) =0.

i
Un polynéme vérifiant cette condition est : P = [ (X — A;). En effet, toutes ses racines sont
j=1

exactement les \;, done P(A;) = 0 pour tout j € [1,m], et d’apres I'égalité de la question
précédente on a @ P(u) = Opx). Ceci montre que P est un polyndme annulateur de u, mais
encore faut-il s’assurer qu'il est scindé et a racines simples : il est évidemment scindé par
définition, et il est & racines simples que ses facteurs X — A; sont tous distincts ; en effet, les
A; sont supposés tous différents, d’on le résultat.

Ainsi v admet un polynéme annulateur scindé et a racines simples, donc d’apres le critére
polynomial de diagonalisation : u est diagonalisable.

. T )\ _ A . m
2.3.1. Soit (i,7) € [1,m]?. Sii=j, alors : L;(\;) = Lj(A) =[] L [[1=1Sii+#}
k=1 AJ = A k=1
k] k#j
. T A — Ak : .
alors on constate que dans le produit L;(\;) = H SV le facteur correspondant a
k=1 T 7k
k#3j

k =i (choix possible car i # j) est égal a i‘:—;\: =0, donc : L;(A;) = 0.

En résumé, on a montré que pour tout (i,7) € [1,m]* :

1 si i=j,

Li"(A*)_{ 0 si i

2.3.2. Montrons d’abord que la famille #4, qui est bien constituée de polynémes de degré m — 1

(et donc dans C,,_1[X]), est une famille libre : soit (a;);ep1,m) tel que : Zl a;L; = 0.
i=

Alors, pour tout ¢ € [L,m], évaluer cette égalité en A; donne : Tzn: a;L;(Ai) = 0. Or,
j=1
d’apres la question précédente :
™m m
Vie[lm], > a;Li(\) = a; Li(\) +a; Li(\) = o,
j=1 —_— —

=1 ~
it =0 =!

L
et donc I'égalité 3 «;L;(A;) = 0 équivaut & : oy = 0. C'est vrai pour tout i € [1,m], ce qui
=1

prouve que la famille Z est libre. Comme, de plus, elle est cardinal m = dim(C,,,_1[X]),
¢’est une base de C,,_;[X] : d’ou le résultat.



T
2.3.3. Comme # est une base de C,,,_1[X], il existe (a;)jeq1,m tel que : P = Y7 a;L;. Déterminer
=1

les coordonnées de P dans cette base revient a déterminer les a;.

Pour trouver la valeur de «; pour tout ¢ € [1,m], il suffit d’évaluer cette égalité en un
nombre complexe qui « élimine » tous les termes de la somme du membre de droite, sauf
celui qui correspond & j = ¢ (afin d’isoler ;). Nous vy parvenons par une évaluation en
Ai. On a alors :

Vie[Lm], P(N)=> a;L;(A Zn L ) +a; Li(A) = ay,
= =1 —
J# - -

m
donc : Vi € [L,m], a; = P(\;). On a montré : P =% P(\;)L;.

=1

(2.4) Soit j € [[1,m]. Posons P = L; dans Iidentité¢ de la question 2.1. On a alors :

Lj(u) = ; i(N)pi = ZL i) pi+ Li(\) py = pj,
1#? =U =1
d’ott le résultat.
On nous demande de montrer : Sp(u) = {X; | 7 € [1,m]}.

Montrons d’abord que les valeurs proprcs de u sont parmi les A; : soit A € Sp(u), et notons
7 un vecteur propre de u associé a A. Comme on 'a vu dans la question 2.2, si I'on pose

P = ﬁ (X — A;), alors P(u) = Org), done : P(u)(7) = 0. Mais, si l'on développe P ainsi :
=1

d
P =73 ;X" on voit qu'on a aussi :
i=0

d d
P(u)(%) = Z:a?;ui(a?) = Za?)\if = P\,

I'égalité u'(7) = A\'ZT se démontrant aisément par récurrence sur i € N. On a donc a la fois
P(u)(¥) = 0 et P(u)(&) = P(\)Z, ce qui implique : P(A\)# = 0. Comme & # 0 en tant
que vecteur propre, il reste : P(X) = 0. Or les racines de P sont exactement les \;, donc
Ae{A;|j€e[l,m]}. On a montré une premiére inclusion : Sp(u) C {A; | j € [1.m]}.
Montrer I'inclusion réciproque : {A; | 7 € [1,m]} € Sp(u), revient a démontrer que les A;
sont des valeurs propres de u. Soit j € [1, m]. Pour montrer que ); est une valeur propre de u,
je vais expliciter un vecteur #; € E non nul tel que u(z;) = A;x;. Pour en trouver un, je vais
m’inspirer de ce qui fut observé dans la question 1 : dans cette question, \; était effectivement
une valeur propre de u, et son sous-espace propre associé était 'image du projecteur p;. Si tout
se passe bien, ce devrait rester vrai ici méme si 'on n'est plus tout a fait dans les hypotheéses
de la question 1 (mais presque : la différence est la connaissance du spectre).

C’est ce qui motive le raisonnement qui suit : soit #; € im(p;)\ {0} (par hypothése de I'énoncé
p; nest pas 'endomorphisme nul, donc il existe bien un tel vecteur). Il existe done §; € F tel
que : T; = p;(y;) = Lj(u)(y;). Montrons : u(Z;) = \;T;. Pour cela, on note que d’aprés (x),
et la question précédente, on a :

. m

u(Z;) szpz(xj "“ZAL(u r;)—zum Jw)(@7) = 3o ALi(u) © L (u) (3)-

i=1

Or il s’avere que pour tout (i,5) € [1,m]? on a : Li(u) o Lj(u) = Oypy si i # j, et :
Li(u) o Lj(u) = L;(u) si © = j (ce qui montre en passant que L;(u) est un projecteur).



Admettons-le provisoirement : je le démontrerai plus bas. Si ce fait est établi, alors I'égalité
ci-dessus implique :

u()) = i Ai Li(u) o Li(u)(g5) +A; L () o L (u)(55) = AL (w)(g;) = A5,

i=1 ~
7] =0 =L;(u)(7;)

et comme 1; # 0 cela prouve que A; est une valeur propre Fle u, un vecteur propre associé
étant x; (on pourrait montrer, mais ce n'est pas exigé, qu’en fait le sous-espace propre associé
est exactement im(p;)).

On a donc montré {A; | 7 € [1,m]} € Sp(u), 'autre inclusion ayant été établic au début de
la question. Dot le résultat demandé :

Sp(u) = {A; | j € [1.m]}.

Démontrons a présent le résultat qui fut admis provisoirement, a savoir :

wenetont, tiorw-{ 8 3 1

Soit (i,7) € [1,m]* Supposons d’abord que i et j sont distincts. Au vu de la définition des

L;, il est évident que pour tout k € [1,m], le polynéme X — X, divise soit L; (si i # k),
soit L; (si j # k), donc en tous les cas il divise L; - L;. 11 existe donc @ € C[X] tel que :

m KL
L Lj = k]:II(X—/\k)‘Q. En évaluant en u, on obtient : L;(u)oL;(u) = kli[l(u—)\kldg)OQ(u). Or,

comme on I'a rappelé au début du traitement de cette question, on a : [] (u—Aldg) = Orpy.
On en déduit I'égalité voulue dans le cas ou ¢ et j sont distincts : L.,,(u}o Li(u) = Opp).

- 3 - - s L
Supposons a présent i = j. On note que 1'égalité (%) donne, quand k =0 : Idg = > pr =
i=1

Lid}
}El Le(u). En composant a gauche chaque membre de 1'égalité par L;(u), on a alors :

Li(u) = Lj(u) o (Z Lf(u)) =Y Lj(u)o Ly(u) =Y Lj(u) o Ly(u) + Lj(u) o Lj(u),
=1 =1 el
et d'apres ce qu'on vient de démontrer on a L;(u) o Ly(u) = Orp) dés que £ # j. On en
déduit : L;(u) = L;(u) o Lj(u), d'ou le résultat. Ceci achéve de démontrer le résultat qui fut
admis ci-dessus.



Exercice 3

Q20.

Q21.

Puisque a est un vecteur propre de A = ((aw—))lg.h?.g,u associé a la valeur propre A, on a : Az = Az,
Comparer, pour tout i € [1,n], la i-ieme ligne de chaque membre de cette égalité matricielle
donne bien :

i
Ar; = Z a; jTj. (4)
j=1

On reprend I'égalité de la question précédente avec i = ip. On obtient, d’apres I'inégalité triangu-
laire et le fait que |z;| < |z;,| pour tout j € [1,n] :

n mn
AL 2| <7 Jai | - o] < 2l D laig 4l
=1 =1

or |x;,| > 0 (sinon, toutes les coordonnées du vecteur x étant inférieures ou égales a x;, en valeur
absolue, on aurait : Vi € [L,n], a; = 0, ce qui est impossible puisquun vecteur propre est non
nul), done en divisant par |x;,| on obtient :

n

|/\‘ < Z |a'it)_-j|'

J=1

n n
On a bien str Y _ |a;, ;| € max |a; ;| ¢, donc :
i€[1,n] =

i=1

T
[A| € max Z|a,-,j|

ie[1,n] i=1



Q22.

Q23.

La matrice A, (a, J) est symétrique et a coefficients réels, donc d’aprés le théoreéme spectral elle
est diagonalisable sur R et ses valeurs propres sont donc réelles.

D’apres la question Q21 on a, en inspectant la somme des coefficients de chaque ligne de A, (a, 3)
(attention & la premiere et a la derniere) :

[A| < max {|a| + |5, |a| + 2|5], 8] + ||} .
On a évidemment |3| < 2|3| car || = 0, donc :

A< o] +2/8].

1.2 — Calcul des valeurs propres de A,(a, 3).

Q24. Pour o = 0 et 3 = 1, la question Q23 montre que toute valeur propre A de A, (0, 1) vérifie :

Q25.

Q26.

|| €2, c’est-d-dire : 3 € [~1,1]. Or la fonction cosinus est surjective de [0, 7] dans [—1.1], done
pour toute valeur propre A de A, (0, 1) il existe # € [0, 7] tel que A = 2cos(f).

Soit n € N\ {0,1,2}, et soit A € R. Pour calculer x4, (A) = det(\,, — A,(0,1)), on développe
par rapport a la derniére colonne ou ligne ce déterminant et on obtient :

A =1 0 - 0

—1 .
Xan0)N) =X xa,_0onyN)+0 -0 . —1 0,

: . A0

0 -~ 0 —1 -1

On développe ce dernier déterminant par rapport a la derniére colonne : il égale —x.a, ,01)(A).
Ceci vaut pour tout A € R, et on en déduit :

XAn(01) = X XA, 1(0.1) — XAn2(0,1)-
En composant avec 2X cette relation, on obtient :

VYn=3 U,=2X-U,_1—U,_s.

Montrons par récurrence forte sur n € N\ {0} que :

sin((n + 1)0)
7o LT, In(cos(f)) = ——————. 5
€0, x|, U,(cos(#)) sin(0) (5)
Pour n = 1, on a : A;(0,1) = (0), donc x4, = X, et : Uy = 2X. On en déduit : V8 €]0, 7],
Ui(cos(f)) = 2cos(8). Or :

sin(20)  2sin(0) cos(d)

V6 €10, 7. sin(d) sin(f)

= 2cos(f),




Q27.

d’ot la proposition au rang n = 1.
A présent, soit n € N\ {0}, et supposons que (5) est vérifiée pour tout rang strictement inférieur
a n. Alors, d’apres la question précédente, pour tout ¢ €]0,7[ on a :

Uy, (cos(#)) = 2 cos(8)U,,—1(cos(f)) — U, _a(cos()),
et en utilisant ’hypothése de récurrence on a :
sin(nf)  sin((n —1)8) _ 2cos(#)sin(nfd) —sin((n — 1)#)
sin(6) sin(6) sin(#)
Or, d’aprés nos formules de trigonométrie préférées, nous avons pour tout 8 €]0, 7| :

sin((n — 1)f) + sin((n + 1)8) = 2sin(nd) cos(d),

vl €]0, [, U,(cos()) = 2cos(f)

donc : in(( 16)
s (n +
v €0, 7|, U,(cos(8)) = ——=
] 3 [ 1'1-( ( )) Sln(H)
d’ou la proposition au rang n.
Ayant l'initialisation et I'hérédité, par récurrence forte sur n nous avons démontré :
sin((n + 1)8)

Vn € N\ {0}, V0 €]0,n[, U,(cos(#)) = sin(6)

Les valeurs propres de A,,(0,1) sont exactement les racines de son polyndme caractéristique. Or,
pour tout # €0, 7|, on a :

sin((n+ 1)0)
sin(f)

Voyons & quelle condition sur 6 cette quantité s’annule. Soit # € R. Alors :

X4,(0,1)(2 cos(0)) = Un(cos(f)) =

gm
n+1

Up(cos(#)) =0 <= sin((n+ 1)) =0<=3j€Z, (n+ 1) =jr<djcZ, 0=

On en déduit que x4, admet pour racines tous les réels de 'ensemble :

{2{.‘()8 (nj—:]) ;J € [[ls'n,ﬂ} .

Notons que cet ensemble contient n éléments : en effet, pour tout j € [1,n] on a ;% € 0,7, ct le

cosinus est strictement décroissant sur [0, 7], donc il y est injectif. Ceci prouve que les 2 cos (;1%)

pour j € [1,n], sont distincts.
Ainsi nous avons 1a n racines de x4, ; or x4, est de degré n, en tant que polynome caractéristique
d'une matrice d'ordre n : il s’agit donc de I'intégralité des racines de x4,. On en déduit que

I'ensemble des valeurs propres de A, (0,1) est {2 cos (;;%) 1j € [[],n]]}.

Puisque A,(0,1) admet n valeurs propres distinctes, elles sont toutes simples, et on en déduit que
les sous-espaces propres associés sont de dimension 1.



Q28.

Q29.

Q30.

Q31.

Iy
Soit @ = | : | un vecteur propre de A,(0,1) associé a la valeur propre 2cos(¢;). On reprend
Ty
I'égalité (4), en prenant soin de distinguer la premiere ligne (qui donne : 2cos(#;)z; = 23), la
derniere ligne (qui donne : 2cos(f;)z, = x,1) et les lignes intermédiaires (qui nous donnent :
Vk € [2,n — 1], 2cos(f)x) = zp—y + Tgy1). Dol :

—2cos(f;)r; + 29 = 0,
Vi€ [2,n — 1], xk_y — 2cos(b;)xy, + Tpi 0,
Tp1 — 2cos(0;)x, = 0.

Soit (ur)ren une suite de E. L'équation caractéristique de sa relation de récurrence linéaire est :
r? — 2cos(0;)r +1 =0, qui est de discriminant :

4(cos(8;))? — 4 = —4(sin(8;))* < 0

car #; = 255 €]0,7[. On en déduit que les racines de I'équation sont complexes, égales a :

cos(6;) + isin(0;) = €, et cos(f,) — isin(6;) = %,

done la théorie des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 nous dit que (ug)ren appartient a F si et
seulement s7il existe (o, 3) € R? tel que :

Vk € N, w, = acos(kt;) + Fsin(k6;).

En particulier, E = Vectg {(cos(ké'j))keN , (sin(ké{j))keN}, et ¢’est un espace vectoriel de dimen-
sion 2.
Soit (ur)ren € F une suite telle que ug = wyp = 0. D’apreés la question précédente, il existe
(o, 3) € R? tel que :

Yk e N, w, = acos(kb;) + Isin(kb;).
L'hypothese uy = 0 implique o = 0, tandis que u,+; = 0 équivaut a : Fsin((n + 1)6;) = 0. Or
sin((n + 1)0;) = 0 d’apres la résolution de la question Q27, donc wu,.; = 0 si et seulement si
0 =10 : c’est toujours vérifié.
On en déduit que 'ensemble des suites (ug)renw € E telles que ug = 1,41 = 0 est :

{(;‘3 sin(k0;))en | 5 € R} = Vectr {(sin(kﬁj))keN} :

Ty
D’apres la question Q28, x = | © | € M, ;(R) \ {Om, ,(r)} st un vecteur propre de A, (0, 1)
Ty
associé a la valeur propre 2 cos(0;) si et seulement si :
—2cos(b)xy + 2 = 0,
Vk e [2,n—1], xr_y — 2cos(0j)xg + xps1 =
Ty_y — 2cos(f;)x, = 0.

=



Q32.

c’est-a-dire, si l'on pose : xp = z,41 = 0, si et seulement si :
Vk € [1,n], zx_1 — 2cos(f;)zg + T4y = 0.

Donc @ est un vecteur propre de A,(0,1) associé a la valeur propre 2cos(f;) si et seulement si
ses coordonnées sont les premiers termes d’une suite (ug)ren de £ vérifiant ug = un41 = 0. Nous
avons déterminé I'ensemble de ces suites dans la question précédente : on en déduit que 'espace
propre de A,,(0, 1) associé a la valeur propre 2 cos(;) est :

Vectg {{sjn(kaj))ke[[l._nll} ‘

Soit (o, 3) € R% Si 8 = 0, alors A, (a,3) = al,. Son unique valeur propre est o, et I'espace
propre associé est M, 1(R). Supposons donc 3 # 0 & présent. On a :

An(ev, B) = al,, + BA,(0, 1).

Ty

On en déduit, apres de menus calculs, que x € | : | € M, 1(R)\ {0y, ,(m)} est un vecteur propre
Ty

de A, (e, J) associé a A € R si et seulement si :

A—a

A0,z =

x,

— . .
- . Or nous avons démontré

si et seulement si z est un vecteur propre de A,(0, 1) associé a

~

dans la question Q27 que 'ensemble des valeurs propres de A,,(0, 1) est { 2 cos (;;%) ;7 €1, n]]}
Donc A est une valeur propre de A, (a, 3) si et seulement s'il existe j € [1,n] tel que :

A_a—2cos( jir)
R n+1/"

I’ensemble des valeurs propres de A, («, 3) est donc :

i 93cos (2T e
{a + 2/3 cos (ﬂ n 1) 1] € [[Ln,ﬂ}.

La question Q31, et la réflexion ci-dessus, montre alors que pour tout j € [1,n], le sous-espace

" . { aa A 8 » " . i .
propre de A, (o, 3) associé a la valeur propre a + 23 cos (#) est :

Vecty {(sin(kﬁj))keﬂl‘_”ﬂ } )



Q33.

Q34.

On a immédiatement : B D ?“) = (AD —BC B

C DJ\-C I, CD-DC D
mutent, done CD — DC =0,,, et on a :

A B D 0,\ (AD-BC B (©)
¢ D)J\-C I,] 0y, D
Nous savons que le déterminant d'une matrice triangulaire par blocs est égal au produit des dé-

[}n, _ det(D) det(In) = det(D) De n]é]ne .
-C I,

). Par hypothese C' et D com-

terminants des blocs diagonaux, donc : det ((

det ((ADO_ be g)) = det(AD — BC) det(D). Prendre le déterminant dans 1’égalité (6) donne

done :

det ((g 18))) det(D) = det(AD — BC) det(D),

et si D est inversible, alors det(D) # 0 et on peut diviser cette relation par det(D) pour obtenir :

det ((é g)) — det(AD — BC). (7)

10



Q37.

Q38.

I ) Bl (2 B et him (a(p+in)-Bc)=ap-Bc
AR\ b)) o p)tr A A\ ) TR T AP S B
P

(c’est une évidence qui peut par exemple se démontrer coefficient par coefficient), et le déterminant
est continu du fait de sa multi-linéarité sur un espace vectoriel de dimension finie, donc est
séquentiellement continu, et on en déduit :

A B
A B

1 1 = N

i det || Dt 1, det((o D))‘ et :

lim det (A (D + lfn) — BC') = det(AD — BC).
P

p—+too

Done, quand p — 400, l'identité (8) et I'unicité de la limite impliquent :

det ((é g)) — det(AD — BC),

d’ot1 le résultat méme si D n’est pas inversible.

Pour tout A € C, on a :

A~ (A) = det(Ao, — N) = det ((jﬁ} ;:Tr:)) .
et les matrices —M et AI, commutent. Donc, d’apres les questions précédentes :
YA€ C, xn(A) =det(My, - M, — (=1,) - (=M)) = det(A\’L, — M) = xam(A?).
On en déduit que p € C est une racine de xy si et seulement si ;% est une racine de y,;. donc :

Sp(N) = {u € C; p* € Sp(M)}.

. s Co x ,
Si x est un vecteur propre de M associé & p?, en particulier il est non nul, donc ( est également
s

R N L U v\ [fpx\  [pxry x
A (,u:r) o (;W 0,4) (,u,:r) N (M’:}:) N (,u,g:r) —# (,u.’r.) '

x . s
donc ( 3:) est bien un vecteur propre de N associé a la valeur propre p.

non nul. De plus :

11



Q39. Si M est inversible, alors 0 n’est pas valeur propre de M, et donc n'est pas valeur propre de N
d’apres la question Q37 : on en déduit que sous cette hypothése, N est également inversible.
Si M est de plus diagonalisable, alors d’apres le critere de diagonalisation, on a :
S dim(ker(M — AIL,)) = n. (9)
AESp(M)
De plus, d’apres la question Q37, si A est une valeur propre de M alors ses deux racines carrées fiy

et —puy sont des valeurs propres de IV (il existe bien deux racines carrées car A # 0 : par hypothése
M est inversible). La question Q38 assure de plus que les applications linéaires :

ker(M — M1,) — ker(N — upla,) ker(M — Al,) — ker(N + upla,)
T , et T
H T
AT — AT
sont bien définies, et elles sont clairement injectives : si :i:j J_) = (y,, alors en particulier x = 0,,,
()L
donc leurs noyaux sont réduits au vecteur nul. Ceci démontre que pour toute valeur propre A de

M, on a:
dim(ker(N — pyls,)) = dim(ker(M — A1,)), et dim(ker(N + pls,)) = dim(ker(M — AI,))

(c’est par exemple une conséquence du théoréme du rang). En conclusion :

> (dim(ker(N — pxlan)) + dim(ker(N + palz,))) = > 2dim(ker(M — Al,)) @ 2n,
AESP(M) AESp(M)
mais on a aussi : Y, (dim(ker(N — pls,)) + dim(ker(N + py1z,))) < 2n, puisqu’il s’agit de
AESp(M)

la dimension de la somme directe @ (ker(N — prla,)) @ ker(N + pala,)) (les py sont tous
AESP(M)

distincts pour A € Sp(M)), qui est incluse dans 'espace vectoriel My, ;(C) de dimension 2n. On
en déduit :
> (dim(ker(N — pinla,)) + dim(ker(N + pnlz,))) = 2n,
AESp(M)
donc d’apres le critére de diagonalisation la matrice V est diagonalisable.
En conclusion, si M est diagonalisable et inversible alors N 'est également.
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Exercice 4

1. e Soit aeR. On u ya, (X) =det 0 X 1 |=(X-1)(X?-1)=(X-1D*(X+1).

xag, 08t done seindé or M, a done doux valeurs propres : 1 {valour propre double] et -1,
Par suite, M, est dingonalisable si et seulement o dim(E; (M,)) = 2.

O,
T T ay =0
yle Bx(M,) < (M, -L)|y|=0<{-y+z=0 ,
z z y—z=10
donc.
T 1
siazx0,ona|ly|le Ev(M,) & y=2=0,done E;(M,) = Vect | | 0] | est de dimension 1, done M, n'sst pas
z 0
diagonalisable.
T 1 0
gia=0 onaly|le By(M,) = v =z done Ey(M,) = Vect [[0],]1 est de dimensgion 2, done M, est
z 0 1

diagonalisable.
Conclusion : M, ost diagonalisable si ot seulernent si a = 0.

2, Pour tout a € R, 0 n'ost pas valeur propre de M, doue M, cst inversible

3. Soit a 0. Notong u Uendomorphisme de R? canoniquement associé & M,

-1 0 0
Manitrer que M, esl semblahle 4 la mairice A=| 0 1 1] revient & monirver qu’il existe une hase B de R? dans
0 0 1

laguelle la matrice de w ost A,
Analysc @ 81 une telle base B = (e1,e2,e3) existe, alors on a
— u(ey) = —eq, done e; est un veeteur propre de w associé a la valeur propre -1.

(h
T x 2e+ay =0 P
yle E4 (M) (M, +I3)|y|=0<=<y+2=0 Q{J _ _-E.
# z y+z=0 2
On peut choigir e = (—a/2,1,-1).
u(ez) = ez, done, d'aprés la premiére question, on peut choisir e; = (1,0,0).
u(es) = ez + e3, dong, en posant es = (x,y,2), on a:
T 1 T ay =1
Alyl=l0l+ly| = -y+2=0
z 0 z y-z=0
y=1/c
o u j(!
z=1/a
On peus done choisic ez = (0,1/a,1/a).
Synthése : Raéciproguement, avee de tels choix pour eq, ea of eg,
-af2 1 0 1 1/a
— lamatrice do la base canouigue de (eq,e2,e3) et P=| 1 0 1fa|et, comme det(P) = -1x 3 ””' =-2/ax0
-1 0 1/a ' '

{en developpant par vapport 4 la, denxiéme eolonne), P est inversible, done B = (eq, €2, e3) est une base de R3.
— DPar construction, on a u(e;) = —ey, u(ez) = e ot u(ez) = ex + e3, donc

-1 0 0
Matg(u)=]10 1 1
0 01

Conclusion : Tl existe une base B de B® daus lagquelle la matrice de v ost A, done A of M, sont scrblables.
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