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Séries entieres - Intégrales a parametres

Probléme 1

Soit I'intervalle I = |—m /2, 7/2[. On considére la fonction f définie sur I par

sinx + 1
Wa el fla)= ———.

COs T

On note f" la dérivée d’ordre n de f et, par convention, f\¥ = f.

I.A — Dérivées successives
Q1. Exprimer les dérivées f', f” et f® a I'aide des fonctions usuelles.
2. Montrer qu’il existe une suite de polynémes (P, a coefficients réels telle que
Vv nineM
. P, (sinx)
YnelN, Vrel, o (x) = P ——
(cos )"t

On explicitera les polynémes Iy, P, P,, Py et, pour tout entier naturel n, on exprimera P, ; en fonction de P,
et P’

Q 3. Justifier que, pour tout entier n = 1, le polynome P, est unitaire, de degré n et que ses coefficients
sont des entiers naturels.

Q 4. Montrer
Yael, 2f'(x) = f(z)* + 1.
Pour tout entier naturel n, on pose a,, = f™(0) = P, (0).

Q 5. Montrer 2a, = aﬁ +1et

¥ e N*, 20, = Z (:) OOy g

k=0

I.B — Développement en série entiére

. o o
On note R le rayon de convergence de la série entiere E —’;:::" et g sa somine.
n!

el

Q 6. A Taide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer

N

YNEN, Vee[0,n/2, Y Z—'r < fla).
n=0 "



Q7. En déduire la minoration R = 7/2.
Q 8. Montrer
Va e, 2¢'(x) = g(x)* + 1.
Q 9. Montrer
Vrel, f(x) =glx).
Considérer les fonctions arctan f et arctan g.
Q 10. En déduire que R = «/2.
I.C' —  Partie paire et partie impaire du développement en série entiére

Q 11. Justifier que toute fonction h : I — R s’écrit de facon unique sous la forme h =p+iavecp: I =+ R
une fonction paire et i : I — R une fonction impaire.

Q 12. En déduire

, = (i, . o
Yrel, tan(zx) = ; ﬁm-’wl ot —— = ] (2__;1)!3;2?&
On note { la fonction définie sur 7 par ¢(x) = tan(x).
Q 13.  Pour tout entier naturel n, exprimer " (0) en fonction des réels (a;);cy-
Q 14. Rappeler, sans justification, I'expression de ¢’ en fonction de t.
Q 15. En déduire

T

, 2n

¥n € N¥, Oy = E (2.-'{ _ l) Qg 1Q9n 241"
k=1 )

Probléme 2

On note

E.m le C-espace vectoriel des fonctions f: R — C continues par morceaux sur R et intégrables sur R ;

— 8 le C-espace vectoriel des fonctions f : R — C continues sur R telles que ¥k € N, la fonction = — 2% f(z)
est bornée sur R.

Pour toute fonction f € E_,,,, on considere la fonction F(f) (transformée de Fourier de f) définie par

+00
YeeR, F(f)E) = / Ft)e2mite qt

—a

ILA —  On considére la fonction ¢ définie sur R par

1 sizel[-4,3
vz € R, 99('15):{0 sinon[ i

Justifier que ¢ appartient a F et calculer sa transformée de Fourier 7 ().

cpm
I.B -  On consideére la fonction ¢ définie sur R par
. . sin(mwx) .
Yre R, )= —F5" et Ww(0)=1

I.B.1) Justifier que ¢ est développable en série entiére. Préciser ce développement ainsi que son rayon de
convergence. En déduire que v est de classe C sur R.

I.B.2) Prouver que

n+1
| 2
vn e N b)) da > —2
nen, / [¥(@)] dz (n+ 1)w?

1

En déduire que ¢ n’appartient pas a £, .



I.C — Soit f € E,,- Montrer que la fonction F(f) est continue sur R.
1.D - Soit ;r €38.
L.D.1) Justifier que, pour tout entier naturel n, la fonction x + ™ f(x) est intégrable sur R.

I.D.2) Démontrer que la fonction F(f) est de classe C™ sur R et que
(n) e -
vmen, veeR (5()"(@ = (2miy [ e e
=m0

ILLE —  On consideére la fonction  : R — C définie par 6(x) = exp (—mz?), pour = € R.

L.LE.1) Justifier que € appartient a § et que JF(#) est solution de I'équation différentielle

VEER, y'(§) = —2nCy(&)

L.E.2) Etablir que F(6) = 0.
On admettra que ]_T f(z)dr = 1.
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