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Intégrales généralisées - Espaces vectoriels normés

PSI

Exercice 1

Pour tout n de N, on considere les intégrales :

ARl

oo 1 J oo 1 J
I, = - dt J, = e dt
A (1+t2) A (1+1t3)

Montrer que I,, et J, convergent ssi n > 1.
Déterminer une relation de récurrence sur les I,,
Exprimer I, en fonction de n a I’aide de factorielles.
Exprimer I, en fonction d’une intégrale de Wallis.

En effectuant le changement de variable T' = % dans J;, montrer que :

+00 1
2J) = —— dt
! A 2_t+1

En mettant le dénominateur sous forme canonique, montrer que J; = 2%

75

Déterminer une relation de récurrence sur les J,. En déduire la valeur de J,, en fonction de n.

Exercice 2

Soient (E, ||-]|,) et (F,]|-]|») des espaces vectoriels normés et S la sphére unité de E.

’ Partie I. Un outil essentiel. ‘

On suppose dans cette partie que E est de dimension finie. Pour toute application linéaire v de E
dans F', on pose :

ANl S

N(u) = Mag [lu(z)]r

Justifier I'existence de N (u).
Montrer que N(.) est une norme sur L(E, F').
Montrer que pour tout x de E : ||u(z)||, < N(u).||z| ,

Soient u dans L(E, F') et v dans L(F,G). Montrer que : N(vou) < N(v).N(u).

Connaissez-vous le nom de la norme N 7 Ou intervient le fait que F soit de dimension finie ?



Partie II. Caractérisation des applications linéaires continues.

Soit u une application linéaire de F dans F'. Ici F et F' peuvent-étre de dimension infinie.

6. Montrer que si :
AC eR, Ve e E, |u(2)|, <C.z|,

alors u est lipschitzienne.
7. Supposons dans cette question que u est continue en 0.

a) Rappeler la définition ”epsilonnesque” de la continuité de u en 0. En déduire que :

(ait)
wl E
2|l

b) En déduire que : 3C € R, Yz € E, |u(z)|, < C.||z|,

8. Montrer que les points suivants sont équivalents :

Ve >0,dn>0,VxreF, <e

F

« u est continue sur F.
« u est continue en 0.
« JC R, Vx € E, |u(x)

« u est lipschitzienne.

I < Cll]l -

’Partie III. Continuité et dimension finie.

9. Montrer que les applications linéaires dont ’espace de départ est de dimension finie sont continues

10. En étudiant ’exemple suivant, montrer que si I’espace de départ n’est pas de dimension finie
(méme si 'espace d’arrivée ’est), une application linéaire peut ne pas étre continue :

RIXD, (- = R
P —  P(1)

avec ||P|| = Sup |P(x)| pour tout P de R[X]
refosd]

Exercice 3

’Partie I. Des inégalités de convexité. ‘

1. Soient p dans ]1; 4+o0o[. Justifier 'existence d’un réel ¢ de ]1; 4o0[, vérifiant % + % = 1. Que vaut
qlp—1)7?
2. Soient p et g dans |1; +oo[ vérifiant % + é = 1. Montrer que :

1 1
Va,B eRT, apf < —af + =B
p q

On pourra si besoin étudier la fonction fg(zr) = ]%:Ep + éﬁq —af,

3. En étudiant une fonction bien choisie, montrer que :

Vp € [1;400], Va,b € RY, (a+b)P < 2P71 (aP 4 1P)

2



‘Partie II. L’espace vectoriel L.

Soient a et b dans R tels que a < b. Notons :

Lr = {f e C%Ja,b[,R) / /ab |fIP converge} Lr = {f e C%Ja,b[,R) / f bornée}

L’indice ¢ voulant dire que ’ensemble contient des fonctions continues.
4. Montrer que L est un R-espace vectoriel.
5. Montrer que pour tous r et s de [1; 00[ vérifiant r < s, on a :

f?“ S 1 + fS
6. En déduire que si a et b sont dans Ret si 1 <r < s alors
L c L C L;

7. Donner deux contre exemples montrant que les deux inclusions de la question précédente sont
fausses si a et b ne sont pas finis.

Partie I1I. Inégalité de Horder. |

On conserve jusqu’a la fin du probleéme, p et g dans [1; +oo[ vérifiant % + % = 1. Pour tout f de LP et
tout g de LY, on pose :

(f/9) = /abf-g 1l = </ab\f\p>; [flloc = Sup [f(z)]

z€a,b|

b
8. Montrer que / f.g est convergente.
a

9. Montrer que pour tous f de L? et g dans L vérifiant || f|l, = |lglly =1 ona: |(f,g)| <1
10. En déduire que :

Viely, ge Li, [(f/a)] < [flpllgllq (Holder)

Quelle inégalité retrouve-t-on pour p=q¢ =27

’Partie IV. Inégalité de Minkovski. ‘

11. Montrer en utilisant 1'inégalité de Holder que pour tous f et g dans LY, on a :
1

/ W+ < (1l + lglh) x (/ 1+ s’

12. En déduire que si p > 1 alors ||..||, est une norme.

’Partie V. Le cas p < 1.‘

13. Montrer que la boule unité d’une norme quelconque sur un espace vectoriel F est convexe.
14. Supposons ici p < 1. Montrer que ’ensemble :

B={feL/|flp<1}

n’est pas convexe. En déduire que ||.|[, n’est pas une norme.



