PSI 2018-2019 DeVOiI' surveillé 3 Calculatrices interdites

Réduction - Intégrales généralisées

Exercice 1

Soit A dans M, (R) vérifiant :
(A2+ A+D)(A*-A+1) = 0

Posons P = (X2 + X +1)(X?2-X +1).
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1. Déterminer les racines de P, puis les exprimer en fonction de j = €3

Montrer que A est diagonalisable sur C, mais pas sur R.
Montrer que det(A) = 1.

Montrer que tr(A) € Z.

Montrer que sin <3 alors A2-A+I=00u A’ + A+1=0.

Montrer que n est pair.
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Montrer que A est inversible.

Exercice 2

Soit A dans M,,(R). Considérons la matrice M définie par blocs par :
0, A
(o)

ou I,, est la matrice unité de taille n et O,, est la matrice nulle de M, (R).

1. Exprimer Xy, le polyndme caractéristique de M en fonction de X 4 le polynéme caractéristique de A. En déduire
le spectre de M en fonction de celui de A.

. Soit P dans R[X]. Montrer qu’il existe un unique couple (Q1,Q2) de R[X]? vérifiant :

[\

P(X) = Qi(X?) + XQ2(X?)

w

. Calculer P(M) en fonction de Q1 et Q2.
. En déduire que si M est diagonalisable alors A est diagonalisable.
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5. Déterminer une matrice A montrant que la réciproque est fausse.

Exercice 3

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

1 +o00
I - f tn(®) I - f 2etdt
o t-1 0
e arctan?(t) +o0 gin(t)
Iy = fo e I, = /0 ot



Exercice 4

1. Montrer que si f est une fonction de classe C' de [a,b] dans R alors :
n—+oo

b
lim f(z)sin(nz)dx = 0

On admet que le résultat est encore vrai si f n’est que C° sur [a,b]. Ce résultat est connu sous le nom de lemme
de Lebesgue.
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2. Montrer que la fonction f(z)=— - — se prolonge en une fonction C° sur [O; g]
x  sin(z)
3. Pour tout n de N, posons :
I - f% sin((?n-r l)x)dx K, - /‘% sin((2n+1)x)dm
0 sin(x) 0 x

Montrer que J, + J,_1 = 2.J, pour tout n de N*. En déduire la valeur de .J,,.

* sin(x) i

4. Montrer que K,, —

n—o0 J0 T

5. En déduire que :

f% sin(;z:)dx _
0 x



