2021-2022 Correction DS 8 - version normale

Intégrales & parameétres / Séries entiéres

PSI

Probléeme 1

Partie I — Transformée de Laplace de la fonction sinus

Q1.

Q2.

Q3.

Q4.

cardinal

Soit ¢t € R,. La fonction sinus est continue sur [0, ], de classe C* sur |0, ¢[, et sa dérivée (le
cosinus) est majorée en valeur absolue par 1. Donc, d’aprés I'inégalité des accroissements
finis :

|sin(t) —sin(0)| < 1 - |t — 0],
c'est-a-~dire : [sin(¢)| < t. D'ou le résultat.
II s’agit de démontrer que pour tout x €]0,+o00[, les intégrales F(x), G(x) et H(x)
convergent.
Soit x €]0, +o00|. Leurs intégrandes sont continus sur |0, +o0o[ (et méme sur [0, +oc[ pour
G(z) et H(x)), et dominées par la fonction t — ¢ ' ; pour justifier cette domination, il suffit
d'utiliser I'inégalité ‘@2‘ < 1 valable pour tout t > 0 d’apres la question précédente, ou les
inégalités triviales |sin| < 1 et |cos| < 1 pour les deux dernieres intégrales.
Or c¢’est un résultat connu que la fonction ¢ > e~ est intégrable sur [0, +oo[ si > 0. Donc,
d’apres le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives, les intégrales F'(x),
G(x) et H(x) convergent absolument, donc convergent.
Ainsi F', G et H sont bien définies sur |0, +oo.

Toujours en utilisant l'inégalité &f”‘ < 1 valable pour tout t > 0, et I'inégalité triangulaire,

on obtient :
+oc

t

Ve >0, 0<|F(x) < /

+o0 e~ta]™ 1
e dt € / e rdt = [ ] = —,
Jo

J0 —I 0

et de la il vient facilement lim F(x) = 0 grace au théoreme des gendarmes.
r—toc

Nous allons utiliser le théoreme de dérivation sous le signe intégrale. Posons :

—xt

V(x,t) € R} x]0, 400, f(z,t)= we
Alors :
— pour tout x € R%, I'application ¢ — f(x,t) est continue (par morceaux) et intégrable
sur |0, +o00| d’apreés la question Q2
— pour tout t €]0, +oo[, 'application x + f(x,t) est de classe C! sur R%, et pour tout
(x,t) € RY x]0, +oo[ on a :

af ot -
a—f(*t: t) = —e “sin(t) ;
&
* 5 R . a‘f —xt .: “
pour tout x € R, I'application ¢ d—(*rt) = —e "'sin(t) est continue par morceaux
T

sur |0, o0 ;
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Q5.

Q6.

— pour tout segment [a, b] inclus dans R, tout = € [a, b] et tout t €]0, +-00[, on a :

7] N
‘a—f(:z:._ t)‘ = |sin(t)|e ™ < e (HYPOTHESE DE DOMINATION),
T

al

et I'application ¢ — e~ est intégrable sur |0, +oo[ car a > 0.

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, vérifié sur tout segment inclus dans
R* , I'application ¢ — i(r, t) est intégrable sur |0, +oo[ pour tout € R’ et 'application

or

ssin(t) ., PN
F:r— e dt est de classe C* sur R 7. On a en outre :
Jo

“+oo
Vo >0, Fl(z)= —/ sin(t)e ™ dt = —G(x).
0

Soit x > 0. On a :

H(x)+iG(x) = / e " (cos(t) + isin(t))dt = / et qt = [ ] =
0

. - ]
0 1 — I 0 r—1

et nous mettons cette expression sous forme algébrique afin d’en déduire, par identifica-
tion des parties réelle et imaginaire, une expression simple de G(x) et H(x). On a, apres
multiplication au numérateur et au dénominateur par x + i :

1 T+ x o1

H(:E)+iG(x)::1:—-i :;1_’:2—1—1 :$2—|—1 +1$2+]-

On en déduit, par la stratégie annoncée ci-dessus :

T . 1
H@) =g ¢ =y
+00

Pour en déduire, pour a €]0, +o0l, la valeur de / e~ cos(at)dt, notons qu’en posant
0

u = at nous devrions pouvoir nous ramener a la fonction H (et en méme temps démontrer
la convergence de cette intégrale). Le changement de variable ¢ — at est licite car ¢’est une
application de clagse C! et strictement croissante sur ]0, +oo[. On a par ailleurs du = adt,
et sous réserve d'existence de cette intégrale :

+oo +o0 - 11 H(Z
[ e " cos(at)dt = / e ot C('Js(-'u,)g = (“) :
J0 0 x ¥

Or un changement de variable conserve la nature des intégrales, et on sait que H (ﬁ)
+oo ¢

converge. On en déduit que l'intégrale f e " cos(at)dt converge, et 'égalité ci-dessus
0

est licite. On a donc :

+oo N 1
f e " cos(at)dt =
0

On a :
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Une primitive de x ] est l'arc tangente. On en déduit I'existence de ¢ € R tel que :

x= +
Ve >0, F(r)= —arctan(z)+ c.

Or, d’apres la question Q3 : lim F(z) = 0. Prendre la limite quand x — 400 dans 'égalité
=400
ci-dessus donne donc :
0=—

.
—+e,
2

c’est-a-dire : ¢ = 5. En conclusion :

Vr >0, F(z)= g — arctan(z).

Et en outre (1) = 2 — % = % ce qu'on peut réécrire :

+o0 g
] blIl(t)G_':dﬁ _T
0 t 4

Partie II — Autour de la formule de Viete

Q7. Nous allons montrer par récurrence sur n € N\ {0} la proposition P,

t ) sin(t)

ok = . ®

2" sin (2")

« Pour tout t > 0 tel que t 0 mod 2" ', on a : H cos (
k=1

Montrons Py. Soit ¢ > 0 tel que ¢t # 0 mod 7. On a :
sin(t) 2 cos (2) sin (%) !
2] (8 frea(d).
2sin (ﬁ) 2sin (%) h=1

d’ou la propriété au rang 1.
A présent, soit n € N\ {0} tel qu'on ait P,,. Montrons P,,1. Soit ¢ > 0 tel que ¢ # 0 mod 2"7.

Alors :
s t t \ [p. sin(t) t
H(“m( ) H(’OH( )X(oa(n ) = - cos(ﬂ )
P ok P 9k on+1 2“81151(2%) In+l

A priori P, nécessite que ¢ # 0 mod 2" 'w. Mais l'identité invoquée se prolonge au cas
t =0 mod 2" ' (tant que t # 0 mod 2"7) par passage a la limite et par continuité (qui est
assurée par le fait que 2" sin ( ) # 0 en ces réels t).

La formule de duplication sin(a) = 2 cos (2) sin (2) utilisée avec a = F implique alors :

n+1 sin(t) t sin(t)
HLUE’(zL) = : ) COSs (2”_"_1)

1 1
2ntl cog ( ,,H) sin ( 2ntlgin (z,m)

d’ott P, : ainsi la proposition est héréditaire.
Ayant démontré que la proposition est initialisée et héréditaire, on en déduit qu'on a P,
pour tout n € N\ {0}, c’est-a-dire :

sin(t)

Vne N\ {0}, vt € RL\ (2"17Z), [Teos (57) = ——o 2
k=1 2 2" sin (2’;)
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ce qu’il fallait démontrer.
Remarque. L’énoncé a oublié de tenir compte de 'annulation possible de sin ( ,,) au dé-

nominateur; si je choisis de prendre ¢+ # 0 mod 2" ' dans la définition de P,,, au lieu de
t # 0 mod 2”?T (qui suffirait a permettre la division par sin (2)) c’est pour m’éviter une
distinction de cas fastidieuse dans I'hérédité, sachant que cela n’empéche pas de traiter les
questions suivantes, la question Q9 plus particulierement.

Q8. Soit t > 0. Nous allons montrer par récurrence sur n € N\ {0} la proposition P, :

n t 2] 2k — 1
« H cos (?) gn : Z cos ( on t). »

Montrons P;. On a :

g o (M) = (5) = Fl )

d’ott la propriété au rang 1.
A présent, soit n € N \ {0} tel qu'on ait P,,. Montrons P, ;. On a :

ntl ¢ 0o y 2% —1 t
Hcos(zi) Hcoq( ) xcos(QnH) [p ] o1 Zcoq( t) 009(2 +1)

et d'apres la formule de trigonométrie rappelée :

cos(a) cos(b) = % (cos(a + b) + cos(a — b))

Z‘gjlt et b= 2,,% on a :

utilisée avec @ =

ntd t 1 (32D 1)+1) 22 202k —1) — 1
I] cos (2’») T Z cos (—2”“ t) + 3 cos i t
3

k=1 k=1
1 (%4 —1)\ XL [4k—:
= o \; cos( ST t) + ; el t
1 4.2n-1 ¢ 4-2n-1 !
= on Z cos (znﬂt) + Z cos (2ﬂ+1t)
E:—El_nl]od 4 e--gs nlmd 4
2y i
= s|{——t],
on ; Cos (2ﬂ| 1
f==+1 mod 4

ou pour la derniere égalité on écrit que —3 = 1 mod 4. Or l'ensemble des entiers congrus a
+1 modulo 4 est exactement I'ensemble des entiers impairs. C'est-a-dire :

2:.\+1 2n+l
Z cos (211+1 ) Z Cos (2?1+1 )

=1
f=+1 mod 4 i lmpalr

et un entier impair ¢ € [1,2"*'] s’écrit £ = 2k — 1 avec k € N (plus précisément : 1 < £ <
7t = 1 <k < Qn+21+' donce k € [1,2"]). En conclusion :

n+1 2ntl 2" c
t { 1 2k —1
kl;_[lcos (27) = Z cos (an ) o Z coS (Tuﬂ t) ,

¢ lmpan




Mathématiques PSI CCINP 2020  corrigé

Q9.

Q10.

d’ott P,,;1 : ainsi la proposition est héréditaire.
Ayant démontré que la proposition est initialisée et héréditaire, on en déduit qu'on a P,
pour tout n € N\ {0}, c’est-a-dire :

n on—l .
vn € N\ {0}, jcl;[lcos (%) = in_l > cos (Zkgn 1t)

ce qu’il fallait démontrer.

Soit ¢ > 0, et soit n au voisinage de l'infini. En particulier, pour tout n suffisamment grand,
on a t €]0,2" 17| et donc ¢ # 0 mod 2" '7. En regroupant les résultats des deux questions

précédentes, il vient :
sin(t) iy 2k — 1
on1 Z cos | ——1
2" sin (gn)

Or le membre de gauche a une limite finie quand n — +o00. En effet, en utilisant I'équivalent

asymptotique classique sin(u) 3, U avec u = gy,

on obtient :

sin(t) sin(t) sin(t) sin(t)
2" sin (Qin) ”—:\:“30 2" X ZL n—::-oo t n—!-_+>o-c t

qn 1 l
On en déduit que lim Z Cos ( t) existe, et qu'on a :

n—+oc 2 n—1

_ 1
lim :
n—4oc 2n—1

2 2% — 1 sin(t)
Z cos - t)] = :
v=1 2" t

k

Soit x > 0. Posons :

2 2k — 1
U € N\ {0}, Vit €0, +ocl, folt) = oy 30 COS( )e_ml

Avec ces notations, on aimerait démontrer :

F(x) = lim fu(t)dt,

n—+o0 Jp

puisqu’en effet, par linéarité de I'intégrale :

Wn € N\ {0}, / fultdt = 5 lznzf ( kglt) .

Or, d’apres la question Q9, on a :

+oo gin(t +00
F(x) = [ we_wdt = [ nl—lbl-i]ilco fo(t)dt.

Jo t Jo
Autrement dit, 'égalité a démontrer revient a faire une interversion limite-intégrale : nous
allons pour cela utiliser le théoreme de convergence dominée. Vérifions ses hypotheses :

— pour tout n € N\ {0}, l'application f, est continue (par morceaux) sur |0, +o00|, en
tant que combinaison linéaire de produits de cosinus et exponentielles ;

[}
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— d’apres la question Q9, la suite de fonctions (f,)new o} converge simplement sur

sin(t
10, +oc| vers Iapplication f : t — Je"’“:, qui est continue (par morceaux) sur
10, +00] en tant que produit et quotient de fonctions usuellement continues

— pour tout n € N\ {0} et tout t €]0, +oc|, on a :

1 22 2k — 1 1 HYPOTHESE DE
1fu(t)] € — Cos tlle™™ < — Z _ete
on—1 P 2n 2 it DOMINATION)
et on sait que l'application ¢ : t +— e est continue par morceaux et intégrable sur
]0, +00l.

Toutes les hypotheses du théoreme de convergence dominée étant vérifiées, on en déduit
d'une part que f, est intégrable sur |0, +oo[ pour tout n € N\ {0}, et d’autre part que
+oo

+oo
lim t)dt = / lim
n—+oo Jp fn( ) 0 n—+oo fn( )
c’'est-a~dire, d’apres la discussion qui précede :

2'4—]

1 +oo 2k -1
F(x) = ??Hlil()o TS| > /u cos (Tf) e”"dt,

k=1
d’on le résultat.

Q11. Nous avons établi dans la question Q6 que F(1) = Z. Donc, d’apreés la question précédente :

m 1 % e 2k 1
— = lim / cos t|etdt,
4 n—+oc 2n—1 I.; 0 ( on )
Or on sait calculer les intégrales du membre de droite grace a la question Q5, et on en déduit
(en prenant v = 2;;”1 etx=1):
T 1% 1 2 1
—= 1l - = lir ‘2“*" :

ce qu’il fallait démontrer.

Probléme 2

Les réferences aux questions sont décalées de 18. Ainsi les questions 1, 2, 3

... de I'énonce sont ici les questions 19, 20, 21....



Q 19. 5i 'on considére une série eniliére E apx™ Oft (ay)pen 8L une suite de nombres {réels ou) complexes, alors le

Q 20.

nz=0

rayon de convergence de celle série entiére esi

R = sup ({r € Ry ; la suite (a,7™)pen est 1_}r_n"née})
= sup ({? eRy; IM >0 :VneN, |a,r"| < ﬂf})

|Une prepriété cst quialors, pour tous z € C, 4 |z| < R alors Z anz" converge (absolument) ot que st [z > R
=0
alors Z anz" diverge (grossigrement)|
n=0

La fouction sunume Jy sera de classe C sur | — R, R[ ¢t on a Vr €] — R, R|,

Jo(z) = Zf:u;r:”',
Ji(z) = Z'ﬂ.{:n;r.""_l«

Jo(z) = Z nin — 1,)(-'n-'i-'.'”_2.

n=2

En multipliant Ji(z) par x ot JJ(x) par 22 on obtient les expressions suivantes {(qui apparaissent dans I'équation
(1)) - Yz €] — R, R|,

+oc
xJy(x) = Z-n.(.',!fr”,_
n=1
foc
:;‘24]("]"(.1':) = ZH(H—1}(:;,_.:.'”‘.

n=2

Noter que le terme ne, ™ est il pour no = 0, et que les termes n(n — 1)e,a™ sont nuls pour n = 0 ¢t n = 1.
Un powrrait donc faire démarrer la Lére somme 3 n = 0 ct la 2nde a n = 0 oun = 1.0 ¢est co que Pon fait
fréquemnment. .

Mais ici, le terne en Jy(x) commence par cox” = 1, done la quantité 22.Jy(x) ne fait apparaitre que des puissances
gupérieures (ou épales) A 2.

On va done "au contraire” faite démarrer loules leg somimes & la puissance 2, en éctivanl si nécessaire les Letmes
en plis en dehors.

On éovit done (avee un décalage d'indice n = k 4 2 pour la 1éve série) Vo €] — R, R/,

+ oo +oo
22 h(z) = E eprtt? = E Cr_a2",
k=0 n=2
00 400
oJi(z) = E 'n.(:u-.r:“:q;!-'+g ne, ",
n=1 n=2
+oo
y "
22 I (x) = E n(n—1)epa™.
n=2

Le fait que Jy est solution de (4) sur | — R, R[ signific alors que Vo €] — R, R|

3

+oo +oo +oo
E nin — L)e,z" + e, + E ne, " + E oz =10,
n=2 n=2 n=2

o eneore on regroupant les 3 séries en une seule que Ve €] — R, R,

+oo

oz + Z(n('n. — 1)en + nep + cn_2)a™ = 0.

n=2

Par uniciteé des coellicients d'une série entiere (I'égalilé avant lieu sur | — R, R[ pour R > 0} on en déduil



Q 21.

Q 22.

Q 23.

e ldentification du coellicient de 2t == : ¢ =0,
o Identilication du coellicient de 2™ {(pourn > 2y 2 ¥n > 2, n(n — 1)¢, + ney + s = 0.
Le coeff de ¢, ost n(n — 1) +n = n? # 0 pour n > 2 donc cette relarion peut s'éerire

. —Cp-2
Vn>2 ¢, =22

*
n? (+)
En partant de ¢; = 0, la relation de récurrcnce (%) doune {avee n = 3) ¢3 = 0, puis {avec n = 5) ¢5 = 0.

Tl fandrait rédiger la vécurrence (je ne le fais pas) on trouve aisément Vi € N, copyq = 0.

Quant A la valeur de cop, on ue nous demande pas de la trouver. Comme on nous la donne, on la vérilie par

) —1)k ,
recurrence. Jo note done (pour k € N) Hy, la propri¢te ey = ﬁ Démontrons done cotte propricété par
récuarrence.

1 - (—l)k 1 . . oy
Fratialisedion - Tour k=0, on a W ~ 112 1 et ¢g = 1 pav hypothése de Pénoncé, done la propriété Hy
esl vraie.

Hérédilé : Supposons la propriélé vraie pour un certain enller k& € N.

On uiilise alors 1a relation (x) avee n = 2k +2=2(k 4+ 1) > 2, ce qul donne

' _ —Caf o (_U'(_l)k
PO TR+ 1))2 T Ak + D2ARRD

Puisque 4.4% = 45+ ot (k+ 1)2(K")? = ((k+ 1)k)? = (k + 1)? on obticnt

(_l)£:+]
Co(k+1) — 44":_'_[.(”: " 1)1)2

ot la propri¢té ost prouvée au rang £+ 1.
Alnsi. le résultat est Lien démontré par récurrence.

_ 2k (—1)F
Les coefficients diindices impairs ¢tant mils, on a Jy(x) = Z copa?t = ﬁ:}:ﬂ"
k>0 k>0
. (=D* 5
Soit ¢ € R*. Jenote Wk € N, uy, = WJ # 0, ct on a Vk,
(2
|‘H.;‘.+ 1 | |.)'.'|2'g‘:-’_2 Cok+2 | 2 1 k— oo
= | =|z*| 5 —— 0 < 1,
|| |..E.'|2;‘: car | 7] (2k + 2)2 =

done (régle de d'Alembery) la série E uy, converge absolument pour loul réel o {la CV et évidente en 2 = 0).
k>0
Lo vayon de CV de la strie enticre ost done R = +-oc.

La fonction J, est done continue sur R, Si (Jy, f) est lie dans Pensenible des fonctions de classe C? sur 10, 7.
alors il existe A e R tq f = AJy sur ]U, ?'[ (Jo(0) = ¢g = 1 done par continuité, Jy ne peut étre nulle sur ]U,-r'D,
La [onciion Jy éant continue sur R, elle est bornée sur le segment [0, 7], done sur |0, 7[. Il en est done de méme
de f.

DI (k) ken st solution, alors par produit de Cauchy. on a pour tout z € R g |2] < Rg = min(Ra, Ra) :

+oo +oo +o0
E f.l',ﬂ\-li'k E .\3& J,'A: — E Ve J’,F.:
k=0 k=0 k=0

o (résultat sur les produits de Canchy)

T
Yn eN, 5, = Zak;i‘“_k

k=0
+o0
La lfonecilon série enliére E vra® esl eonstanie égale 41 sur | — R, R ssiyg = 1 ei. ¥n € N*, 5, = 0.
k=0

Puisque 9 = agfy = o {(hyp ap = 1} on retronve exactement les relations (5).



Q 24. |l sullil de se rappeler Q191 Sl < R, la suite (o, r™) est bornée
(OU : sl v < Ry, la série Z anr™ OV absolument, done CV ; alors, son ierme général (a,r™) 1end vers 0, done
ogt horné).
On a bien Pexistence de M > 0 tq Vo € N, |a,r™| < M, d'ont Lo résultat en divisant par v > 0.

Q 25. On a cn fait un systéme "triangulaive” {certes infini), mais ¢ la 1ove égalité donne By, puis I'égalité suivante
donne pour n = 1 : apfy en fonetion de So. on en déduit 5) car aq # 0, puis Uégalité donne pouy n = 2 1 agf)
en fonetion de Sy ot By, on en déduit 8o car ag # 0, of adnsi de suite.

Pour védiger, on va montrer par récwrrenee FORTE que (ponr tout n) 3, est défind de manicre unigue, er vérifie
I'inégalite (sauf pour n = 0]...

e Pour n =0, Ia Lére égalite de (5) impose une unique solution, qui est Fy = 1.

e Pour n = 1, ln 2¢re égalité de (5) implique (puisque ap = 1) B = —a1 6y = —aq (doi Pexistence ot
. - h M yl-1 o, A .

Funicité)], puis d’aprés Q24 |5| = || < % = % done I'inépalité esl respeciée.
e Hérédilé : soil n e N*, on suppose 5o, ..., 3, délinis de maniére unique el 3y, ..., 3, vérifiant Uinépalilé...

Alors la 2nde inégalité de (5) powr la valeur de n + 1 implique {puisque ap =1) :
x?”__l = —('i‘lj?” — (}:2,{3”_1... - ('I:”,i}_l — {-:‘:'H.+l.'8“

On a déja existence ot unicité de 5,01, On peut ensuite le majorer par indgalité triangulaire, puis on
utilisant Q24 pour majorer les o et liypothése de récurrence pour inajorer les 3, en traitant 4 part le
cas de 55 = 1.

On a aingi

1Bns1]l < laal-|Bal + lez|-|Baz1] + .- + |an].|B1] + |ania |1
"M M(M + 1)tk M
< —. +
— ?.k F.N+l—fs: ?.-n.+l
k=1
‘llr T
- . 3 ] n—k ,
< o (1 + > M(M +1) ) (%)
k=1

On a une somme de Lermes d'une suile géomélrique de ralson M + 1 # 1, donc on peut la caleuler (en
posant i =n — kj :

n n—1
ek M+1)" -1
MM+ 1)"%F =M M J-’=ﬂ-1r(—= M+1)" -1
E (M +1) (M +1) T T = )

=0

En "réinjectant” duans () 11 vient

M M(M + 1)1
1+ 1y -1 =21 W.,) :

."-J)n.—1| < prtl

donc la propriété est vérifiee an rang n+ 1.

L'existence et 'unicité de la suite vérifiant (5) est ainsi démontrée, ainsi que les inégalités demandées,

Q 26, Siounote p = ;"u';—i— 1 >0, ou a d'apres Q25
o MM+ 1) rk M _
Vi e N, B0 < . — — pste
' | kP | = Pk {‘1.‘!(_'_1)& M1 l§

done la suite (Brp") est bomée.
On en déduit (¢ Q19) yue le rayon de CV de Z;’ﬁkw" vérifie Rg > p > 0.

k=0
Q 27. Si A esi de classe C2 sur |0, 7| il en sera de méme de y, el 'on aura Vo €]0, 7|,
y(x) = Nz)Jo(z) + Ma)J)(z) ot o' (z) = N'(x)Jo(z) + 2N (2) I (x) + M) T (x).
Ainsi, y sol de (4) sur 0, 7] si et seulenient si Vo €]0, 7.

2 (N () + 22X (2) I (z) + M) I () + 2(N () Jo(z) + AMz) J)(x)) + 2> A(x)Jo(x) = 0,

|



Q 28.

Q 29,

Q 30.

e. l'on peul regrouper les Lermes en meliant A, X el A en lacleur, i.e. y sol de (4) sur |0, 7| si et seulement, si
Y €]0, 7,

2N (2)Jo(x) + X ()22 T (2) + 2 Jo ()] + M) [22 T (x) + aJi(z) + 2° Jo(z)] = 0.

Le terme 2200 (2)) + zJ)(x) + 2% Jo(x) est mul (puisque Jy est solution de (4), done y sol de (4) sur |0, r[ si ot
seulement si Vo €]0, ],
2N (z)Jo(x) + N ()22 T (x) + 2 Jo(z)] =0 (%)

Par ailleurs, si on note ¢ : & — xJ3 (z)N (x), alors la fonction ¥ est de classe C' sur |0, r[. et alors v est constante
sur |0, r[ si et seulement si Vo €]0,7[. ¢'(z) =0, i.e. ssi Yo €]0, [,

J[?(:;‘}X(:r} - Q.I:JG[ ) Jol: )/\ (x) + :;‘J[?(:::)/\”[:}:) =0 ()

Les équations (x) et (*x) sont proportionnelles (rapport Jo(x)/2) done équivalentes entre elles, et on a le vésultat
venih.

La fonction Jy cst une séric enticre de ravon de CV infini, done par produit de Cauchy de Jy par clle-méme, la
fonetion JZ est somme dune série entiére, de rayon de CV infini.
On a Jo(0) = ¢ = 1, done Jy(0)? =

Dfaprés 27, s Uon prend pour A une prinitive de z — ﬁ alors y : x — Aa)Jy(x) sera golution de (4).
T2 (z

En notant J3(z) = 377 a: z*, de rayon de CV infini, alors par (23 a Q26, on peut définir g(z) Z Fpa®, do

k=0
rayon de OV R > 0, tq Jég = 1 s | — Ry, R[. En d’autres rermes, 1/J2 est DS an voisinage de 0.
_]_ +oc
Le caellicient, Gy vani 1, ei. pour (aire apparaitre le [n on commence en écrivani. m =1+ E ,:3;:.1:5’ poutr Lol
. T
0
k=1

x dans | — Rg, Rg[, done a fmﬁori 81T ]0 H [.

On a alors Vo €]0, Rg|, = - -|- Z Bra® 1. En primitivant, on choisit A(z) = In(z) + 3,7 Z£a® pour

€ Il'ﬁ
out x €0, Rg.

La [onction @ — A(x)Jo(x) est alors {d'aprés Q27) une solution de (4).

Cette solution pent s’écrive In(x)Jo(z) + n(x), ot n(x) est le produit de 3777 ket de Jo(x).

En tant gque produit {(par produit de Canchy) d'une seric enticre de rayon d(‘ ( "\ Ry ot d'une séric entiére de
rayon de CV infini, 5 posséde un rayon de CV R, = Rg.

Et la solution a la formne demandée,

Notons Jy ooz p(x) + In(x) Jy(z) la solution de (4) trouvee Q29.

En tant que séric cutiere, n(z) —> n(0) gquand z — 0, done n cst bornée au voisinage de 0. En revancle,
Jo(x) = Jo(0) = 1 done Jy(z) In(x) — —oo, lorsque = — 0.

Ainsi, J; N'esl. PAS Lornée sur ]U,! -

Par Q22, on en déduil que (Jy, J1) est une famille lilyre.

CONCLUSION : (Jo, J1) cst une famille libre {de 2 élis ') de Uenscruble des solutions de (4) sur |0, R, [, ot cet
ensenble est un ev. de dimension 2.
Ainsi, (Jp, J1) est une hase de l'ensemble des solutions.

L’enscmble recherché s'eerit done Vect(Jy, J1). ou si l'on préfere, la solution générale est o — AJy(x) + BJy(x),
pour (A, B) € R,



