Correction DS 6 PSI

Espaces vectoriels normés - Séries

2021-2022

(Emuaq_xl

@ UOLO:\S b: R‘v? OM P)D\_) A.L D f?—-!s‘ (?\ Cou i~ -LD

4 LC)u—L il de Rl/ oh o

_ﬂA\ NO Ut A:r\,s:/ P.:)g,z_r

Aou—a.§ 'l-% éi\r;k Ala.\L

' L \a ac:
a’y waeuy v acy
0\\ - (a.\bl . Bl% ¢ Bg})
2
weR +B<.né ¢ C 6’

Lo oo o p demn Lo beevee conenispre v deac
e b e
el = | v & e
| ac be Cf".‘

@ G:\ re_}.u-a.rcrbuc C{/‘*—ﬁ



Dc:v_ 1 uk'ea ,uu-_a_\‘rtce CL,&& Fr"jt&(ﬂ‘w\ Oi‘(’L.njoLQ.ﬁ
$r D‘L:(R:)L~

@ C‘.e;;\r une q_ﬂ'ﬁ Cce-‘fi‘é\ l\umc\\'f‘(»‘*C avec (g\t [jl)

R N
13 el b
-1 1o —C(C

([ g -
fl'rf'z' wJ:-L'Lu_e S fa(A]

fef*=e



T ) —
Ainss i‘t?l:c S [.G’(’{] {(' &D!\S; f:_O_ ©,
ﬁ ®

(6=

2] RercCoon {“zg.

2
r =A & =21\ .

&lo\ C.Ce_ug(__(/f‘;! s(/cr.gc é’))‘(

/' af/um
A . «ae,x‘)rf-\ipl\ obf-\t Vet i b

f{k\ . Ae;\ +B¢-I

o € AR deceny &)\
B Hqy VLW
o { eV
ge\/\/
i.
<fq) = Hz*fa ffs"*fﬁ
[fs (4330»\ {1 9L fe_; -

é C«DL—LXM VJ—-W, ':e reﬂL*’- 0: M—*—OkLre_r C{/LJL(

E c V + W



>

P ad\a_‘ejk Sjn\’L.C&t R

ga«ﬁ)& LT\ Cf“c‘ @

f(x\- £(L\+ f}&}

fed = L0V Aede Re ™

o ﬁ(,"\ =£(‘L\ =

done Ae™' - A‘-“ 5 f("\a—' - f(“\
(Be. i {Rei= f(o\e . f("\

9:3‘:‘_

Lae | A+B = flo)
9Ae.+ Re :ff('k)

Ao [t fE

-1
e = &

A - ﬂa\a- E[’L\

&~ &

Asau—z-u cye
Q_S;d '"Téuj.l mrﬁ‘eg‘cu\,:a,\ § &L € se 65

ck Aerce NC—C e %scr‘.—g\ - eu "

o - fm
f,_.f»\“” - '(xe, + ﬁ(b\a-ff\{l) ew

|

e ' e

e_{-_\_'“__@ \ g 6V

£ - €



E’ D :«(Dn’:) & %u_a\,:m\ P"‘C\Ce‘ ,L_,__,_b/
i (f) (l\ = ﬂi\:;ﬁd\ eV fﬁ\e—&f(«\ o

e -e S J-

@ g"’tt f‘?’(’g ims EQ.L L\‘ \h &MS [a(z(] }_C:T
}\f c(-Ng € BL = § Lbord N‘f c@-N3 c?

(O danr—ic oL cLL fbl\c—(l\?ak\_‘ C'l @t P‘&L\ .

(}\f+ (’L‘}‘\? >(°\: »\Q—+@‘}‘\°~ = Q
[N ¢ (a-2) g ) ) = MO -V = b

ué/\' E“L -M\' LBANMSEC XS |

NeAc \?f/—«.a ¢ B\
@ Mobors
1
- a,\ﬁ L%f'l = in ﬂ fﬂl
feed { f f e‘fg
osens q = f'ﬁ_L . G a %3(0\: o A s
==



@h(‘rulrw\’ c: :Jh TJ.L k?u_t v s -e-h&l i Sev

©

& m’ﬁ 6,\ Pm\f ’Aexg Lg,\/ ‘e\é.r' & (JL\ de PBJCC"""\‘-

o0 plga)- (R0

o pob b prejedin b E s BsV D

2

TR XU 7S B R b

D’r«fw‘,s o cr/«u/s\‘zc;\ @ ; ok .

b (L)) = aef=b o T ) e

€ -€ e~ €

T rebe < I el /Q(Ck\kfcsmﬂ NP e



Marche aléatoire sur un graphe

Dans tout ce corrigé, je note (€2, A, P) un espace probabilisé modélisant cette expérience.

I.A — Résultats généraux

Q1.

Q2.

Q3.
Q4.

Soit & € N. Si, pour tout 7 € [1,n], on appelle A,Ek) I’événement : « & I'étape k, le point est
tk))]gign est un systeme complet d’événements (le point est
nécessairement en un sommet & chaque étape, et un seul), done la somme de leurs probabilités
égale 1 :

situé au sommet 7 », alors la famille (A!

Y P(AP) =P (U AE“) —P(Q) =1.
i=1 i=1

Or, avec les notations de 'énoncé, la probabilité de A,Ek) est pgk) pour tout i € [1,n], d’ou le
résultat.
Soit & € N. Avec les notations de la question précédente, si l'on applique la formule des probabilités

totales avec le systéme complet d’événements (Af )) 1<i<n, ON obtient :

Vie[l,n], P (Agjkm) _ ip (A_Sm) P (A§k+1)) _
i=1 .

Or, par hypothese de 1'énoncé, la probabilité conditionnelle de Aﬁ-kﬂ) sachant Agk) ne dépend pas
de I'étape k, et est égale a 1, ;, donc cette égalité devient :

Vi € [1,n], ;(;5k+1) = Zp,gk)tl‘j.
i=1

Ces égalités se résument matriciellement en : P+ = PRT d’on le résultat.
Une récurrence facile donne : vk € N, P*) = pO)Tk,

Si la suite de vecteurs (P%)),cy converge vers un vecteur P, alors (P#1), _ également. De
plus, Papplication L — LT est continue sur M ,,(R) en tant qu'application linéaire sur un espace
vectoriel réel de dimension finie ; done, par caractérisation séquentielle de la continuité, on a :

lim PWT = PT.

k—+oo

D’aprés tout ce qui précéde, prendre la limite quand & — +oc dans Iégalité : ¥k € N, P =

P®T nous donne : P = PT, d’ott la premiére assertion.

Pour montrer que le vecteur limite P = (py,...,p,) vérifie : ¥i € N, p; = 0, notons que pour tout

i € [1,n] la suite (pgk))keN converge vers p; (puisque (P““))keN converge vers P, ce qui implique

la convergence composante par composante). Or les pgk) sont des probabilités, donc sont des réels

positifs pour tout i € [1,n] ct tout & € N. Prendre la limite quand k& — 400 dans I'inégalité :
vieLn], p>0

implique : Vi € [1,n], p; = 0.

Enfin, rappelons que d’aprés la premiére question, on a : ¥k € N, > pgk) = 1. Par conséquent,
i=1

n
quand k& — 400, 'égalité rappelée ci-avant devient : 3 p; = 1, d’oti la derniére propriété demandée.
i=1
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I.B -
Q5.

Qe6.

Qr.

Marche aléatoire sur un tétraédre

D’apres la description du graphe donnée, et 'équiprobabilité de se déplacer sur chaque sommet
adjacent, on a :

1

~

Il
P L e o e
0| i |t T 03|

B e A
O | || =

La matrice T' est symétrique et a coeflicients réels, donc d’aprés le théoreme spectral elle est
diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres (la matrice de passage de la base
canonique dans cette base orthonormée est alors une matrice orthogonale). Précisons les valeurs
propres de 1" : la matrice 17"+ 113 =1 sJa est de rang , donc d’apres le théoreme du rang le sous-
espace propre de 7" associé a la va]cur propre —z cst de dimension 3. Si l'on note A € R la derniére
valeur propre de T (of1 on les compte avec multlphmt(‘a) alors, la trace étant la somme des valeurs

propres, on a : tr(T) =0 =3 x (—5) +A=—1+A donc: A= 1.
On a déterminé les quatre valeurs propres de T', comptées avec multiplicités : —% est valeur propre

triple et 1 est valeur propre simple. En récapitulant tout ce que nous avons dit, on en déduit qu’il
existe une matrice orthogonale @ € O4(R) telle que :

—% 0o 0 0 -1 0 0 0
_ 0 —% 0 0], 1 0 -1 0 0|
r=ely 0—§0Q_3Q 0 0 -1 0|9
0 0 0 1 0o 0 0 3
d’on le résultat.
On a :
k
1 k -1 0 0 0
o [y
vkeN, TH=Q| . 7 i | @' =@ 0 (=3 o0 Mo
—3 _1
0 0 0 1 0 0 ( 3) .
0 0 0 1
Or ‘—1,_‘ < 1, donc : k]HP (—';)k = 0. En prenant la limite composante par composante, on a
done : .
(-3 o 0 oo
. 0 (-3) 0 0 0000
lim 3 =
k—+o0 0 0 (_l)k 0 000 0
3 0001
0 0 0 1

L’application M — QMQ" étant continue sur My(R) en tant qu'application linéaire sur un espace
vectoriel réel de dimension finie, on en déduit :

. 0 0000
— 0 -1 o ol 000 0]+
3 0001
0 0 0 1

Notons Ty la matrice limite que nous venons de trouver. On a clairement T7 = T}, donc T est
une matrice de projecteur. Comme elle est symétrique (réelle), il s’agit plus précisément d’une

2
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Qs.

matrice de projecteur orthogonal. Pour déterminer ses caractéristiques géométriques, il suffit de
déterminer im(7}). Pour cela, on note d’abord que l'image de Ty est de dimension 1 (plusieurs
arguments permettent de le remarquer; notons par exemple que T; est de trace égale a 1, et
pour un projecteur sa trace est égale & son rang), done il suffit d'un seul vecteur non nul pour
U'engendrer. Comme im(7}) = ker(1y — I) pour un projecteur, déterminer un vecteur non nul de

I'image revient a déterminer un vecteur propre de 7y associé a la valeur propre 1. Or il est facile
1

de constater que U = 11 est un vecteur propre de T pour la valeur propre 1 (la somme des
1

coefficients de chaque ligne de T est égale & 1). Par une récurrence immédiate : Yk € N, TFU = U.

Un argument de continuité maintes fois invoqué ci-dessus permet d’en déduire, quand & — +oc :

T,U = U. Ainsi U est un vecteur propre de T; également pour la valeur propre 1, et d’apres la

discussion ci-dessus on en deéduit :

im(Ty) = ker(T; — 1) = Vectg (U).

En conclusion : la suite de matrices (T*) ey converge vers la matrice du projecteur orthogonal sur
1

— =

la droite engendrée par U =
1

Nous avons vu dans la question Q3 que pour tout & € N, on a : P® = POT* Or la suite
(Tk)kem converge d’apres la question précédente (vers une matrice que nous avons notée Ty), et
l’application M + POM est continue sur My(R) en tant qu'application linéaire sur un espace
vectoriel réel de dimension finie. Done, par la caractérisation séquentielle de la continuité, la suite
(P(k])keﬁl = (P(“)Tk) converge vers POT,. Notons P = (p1, 2, ps, pa) cette limite dans la suite
de cette question.

De plus, on déduit de la question Q 4 que P vérifie : PT = P. En transposant : T'PT = PT_ donc

P appartient au sous-espace propre de T'T = T associé & la valeur propre 1, qui est engendré par
1

kel

U= 1 (vérification facile, partant des deux questions précédentes). Il existe donc A € R tel

1
que : PT = M. Par identification, on obtient : p; = p = p3 = ps = A. Or nous rappelons que,
toujours d’apres la question Q4, on doit avoir : p; + pa + ps + py = 1, ce qui impose : A = i
Autrement dit : p;y =pe =p3 =ps = ]1
Nous avons donc démontré que quel que soit le vecteur initial P, la suite (P(k})kem converge

i — (L 111
vers le vecteur ligne P = (4, T 4).

I.C — Marche aléatoire sur une pyramide tronquée a base carrée

Q9. On a:

0 £ 04532000 01011000
032003500 10100100
0 £ 040040 01010010
T_éO%DOO(]%_l]OlOOOOl
{3 0000303 3]/1000010°1
04002320410 01001010
00 500230 3 00100101
0004+ 120430 00011010
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Q10.

Q11.

0101
N s o _ ST 1 010 _
Il peut étre préférable d'éerire par blocs cette matrice. Sil'on note : A = 010 1l alors : T =
1 010
1A I\ . . . . . S
sl a) Cela peut par ailleurs alléger le calcul demandé ensuite : si l'on pose V = (1,1,1,1),

alors VA = 2V (caleul direct), et donc :

«

(1,1.1,11:1_,1}1,1)1":é(v V) (i f;)%(m+v A+VA):é(3V SV)

=(1,1,1,1,1,1,1,1).

La description explicite du graphe, donnée dans la figure 2 du document, montre que toutes les
arétes de G sont de la forme (s, 5") ou (s, s) avec s € Sy et s € 5. D’on le résultat.

Une interprétation matricielle de ce résultat, et que nous utiliserons dans la question suivante, est
la suivante : posons

A= {((_1‘15 0.. kg, 0,0,0’5,0,(};3) I ((1'1, ¥s, (]:'G._.Ofg) S R4} y

et :
B= {(O,Ozg,O,a4,a5,0,0¢7,O) | (QQ,Q4,C}:5,G7) S RI} .

Pour comprendre ce qui motive la définition de A et B dans ce contexte : si k € N, alors P®) € A
si et seulement si le point est en un sommet de S; = {1, 3,6,8} & U'étape £ (en effet, dans ce cas
la probabilité d’étre en un autre sommet est nulle), et de méme P* € B si et seulement si le
point est en un sommet de Sy = {2,4,5,7} a4 'étape k. Alors, le résultat de cette question revient
a affirmer :

VLeA LT eB, e: VLeB, LTeA,

ce qui se voit facilement par un calcul direct.

Rappelons que pour tout & € N, on a : P*D = PBIT (question Q 2). Comme PO € A, d'apres
la question précédente et cette relation de récurrence on a P'Y) € B, et plus généralement (par une
récurrence facile) :

VkeN, P@eA peHDep,

Voyvons comment en déduire que la suite (P”“)) ne converge pas : raisonnons par 'absurde,

N keN ’

et supposons que cette suite converge vers un vecteur P. Alors les suites extraites (P(z’“))k - et
e

(P(Z}"*”)L N convergent également vers P. Ce sont deux suites convergentes a valeurs dans A et
v

dans B respectivement, et comme A et B sont des parties fermées de R®* (nous le justifions plus
bas), on en déduit que leur limite P appartient & A et B. Or: AN B = {ﬁ}, donc le fait que
P € An B implique que P est le vecteur nul. C’est impossible, puisque la somme des coefficients
de P doit étre égal & 1 d’apres la question Q4 : nous avons une contradiction.

Par I'absurde, nous avons démontré que la suite (P“")) est divergente.

keN
Justifions & présent que A et B sont des parties fermées de R®. On peut le justifier via la caracté-
risation séquenticlle des fermdés : si une suite (Zg)ren a valeurs dans A est convergente, alors elle
converge composante par composante, or ses composantes sont nulles aux positions 2, 4, 5 et 7.
On en déduit que sa limite ¥ admet également des coefficients nuls aux positions 2, 4, 5 et 7, donc
7 € A. De méme pour B.

Il est intéressant de savoir qu’en fait, tout sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel de dimension
finie est fermé (ce qu'on peut démontrer en Iécrivant comme le lieu d’annulation d'une projection
parallélement & ce sous-espace par exemple).



