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Espaces vectoriels normés - Séries

Exercice 1

2. Pour tout n € N, on trouve

1
IX* =0l = &
On observe que ceci tend vers 0 quand n tend vers +oo, ce qui prouve que la suite (X"),en converge vers le
polynoéme nul pour la norme || ||. Pour tout n € N*, on trouve
n 1
N(X" -1)=—

n

Ceci tend vers 0 quand n tend vers +o0, si bien que la suite (X" ), en converge vers le polynome 1 pour la norme N.

3. On remarque que la somme des coefficients s’annule encore pour X" — X, mais l'autre somme ne tend pas vers ()
a cause du coefficient ay. Il suffit de modifier la deuxiéme somme pour qu’elle ne tienne plus compte de a;. Cependant,
pour qu’elle vérifie encore la propriété de séparation, il faut insérer ag. Posons donc

+o0 +o0 Iﬂk|
Za-k JrlaolJrZT.
k=0 k=2

On peut vérifier que M est une norme sur R, [X] et pour tout entier n > 2, on trouve M(X"” — X) = 1/n, ce qui
donne la convergence souhaitée.

M(P) =

Exercice 2

1. Pour justifier le fait que Nj(P) = 0 implique P = 0 (et de méme pour Ns), on invoque le fait quun
polynome qui admet une infinité de racines réelles est le polyndme nul. Le reste est similaire au cas
classique des normes du type ||+ ||sc-

2. Pour tout P € R[X],
6(P)| = [P(0)] < sup{|P(x)]. € [0,1]} = Ny(P),

donc la forme linéaire ¢ est continue pour N;.
3. Soit P,(t) = (1 — %)™ Alors

tandis que



et donc il n’existe pas de constante C' > 0 telle que pour tout P € R[X],

[9(P)| < € N2(P).

4. Les normes N et Ny ne peuvent etre équivalentes, sinon ¢ serait continue pour les deux normes, ou
discontinue pour les deux normes (petit exercice facile, a faire !).

5. Soit P € O et r = |P(0)| > 0. Alors By, (P,r) C O: si Q € R[X] vérifie N1 (P — Q) < r,, on doit avoir
en particulier

1Q(0)| > |P(0)] = r =0,
et donc () € O. L’ensemble O est donc ouvert pour Nj.

En revanche, O n’est pas ouvert pour Ny, car la suite (1 — F,,),, qui est a valeurs dans O¢, tend vers
le polynome P tel que P(X') = 1 pour la norme No, et P € O. Si O était ouvert pour Ny, O° serait fermé,
et donc la limite P de la suite (1 — FP,,) d’éléments de O° devrait appartenir a O°, ce qui n'est pas le cas.

Exercice 4
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