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P51

Exercice 1

Dans tout ce corrigé, nous noterons T 'opérateur de Stein, c’est-a-dire 'application qui 4 une suite
f = (fau)nen associe la suite (g, )nen définie par g, = Af,41 — nf, pour tout n € N. L’application 7'
est clairement linéaire, et un certain nombre de questions auront avantage a étre vues a 'aide de cet
opérateur. Enfin, quand une suite u = (u,)nen est bornée, nous noterons [|ul| _ la borne supérieure des
[tur,|, pour n décrivant N.

I Préliminaires

= n - - - -
1) Pour A € R, la série " 27 est réputée convergente de somme égale a e*, donc :
nel

k3
la suite (C—T) appartient & P si et seulement si ¢ = e,
nel

T

2) Notons (pn)nen et (gn)nen les deux suites en jeu. Si A C N, on a
@A) = Pa— D gn=1a(0)(g—p) +1a(1)(p—q) € {0,q— p,p — g},
neA neA

done |p(A)| < |[p — q|. Par ailleurs, en prenant A = {0} (ou A = {1}), on a bien ¢(A) = [p — q|,
donc ce majorant est en fait un maximum, donc la borne supérieure. Ainsi :

‘dl%t((l - P psoj ), (1 — 4,4, 0! )) = |,7’ - Q| |

3) Puisque f est bornée, on peut écrire :
vneN,  |f(n)pn| < |Ifllopn-

On > p,, est convergente, done par comparaison de séries a termes positifs :

3" f(n)p, est absolument convergente donc convergente.
nell

II Caractérisation

4) Ici, on a la majoration (pour n > 1) :

An—l
. (A) —A A
s 0P| < N e Il 7=
or Yy, (in__llj‘ est convergente, donc comme dans la question précédente :

A
ST nf(n)pl est absolument convergente donc convergente.
nel

5) Tout d’abord, les deux séries en jeu sont (absolument) convergentes d’aprés les questions précé-
dentes. Ensuite, travaillons sur les sommes partielles, en fixant N € N : on a alors par translation

d’indice :
N N+1 N+1
)\Z fln+1)pM = A Z f(k)pf.;,)\_J] = Z kf(k:)psc’\).
n=0 k=1 :"V('; k=1
WP

Quand N tend vers +oo, toutes les sommes convergent, et on a en passant la relation précédente
a la limite :



AT Fn e 10p = 5 npn)pY

n=( n=l()

(On a réindexé la deuziéme somme par n plutét que k, puis ajouté le terme (nul) pour n =10.)

6) Sion fixe ng € N* et qu'on prend f = 1y, ), l'identité vérifice par f et Q fournit : Agn,—1 = nogn,,,
donc :

A
Yn >0, Gn = —qn-1-
n

On montre alors par récurrence immeédiate :

/\'ﬂ
Wn e M, Gn = —(p.
n!
La condition de normalisation () € P et la premiére question nous assurent alors que gy = e, et

ainsi :

Q=P

III Résolution de I’équation de Stein

7) Analyse : Supposons que f € Si. On a alors Af(1) — 0f(0) = }1({]), done

Ensuite, pour n € N, la relation

n —
fn+1) = 3 £(n) +F(n)
permet d’établir par récurrence simple (mais probablement & rédiger par les candidats prudents) :

n—1

Wn € N7, fln) = 1) Z k)_'

k=0
Synthése : Supposons que f est une suite de réels vérifiant :

n—1
YneN',  f(n)= % 3 h(k))‘—k-
k=0

On a alors pour n € N* :

A (1)l nl~ A"
M(n+1)—nf(n) = Xn+| Zh{k )5~ fw (k) o = 3 h)

soit finalement : Af(n + 1) — nf(n) = h(n). Ceci étant vrai pour tout n € N, on a bien f € Sg.

1 !
(n—1)! & AF
S, posséde une infinité d’éléments, qui sont les suites f vérifiant f(n) ) E h o pour tout n = 1.

L’infinité d’éléments vient du fait qu’on prend f(0) quelconque ! Parions que la synthése (pourtant
trés accessible) n'aura pas €té faite dans beaucoup de copies, et que ¢a aura été une des questions
discriminantes.



8)

9)

Au vu de la question précédente, il s’agit de montrer que > h eqt (convergente et) de somme
neM

nulle. Puisque £ est bornée, h Pest aussi, et la convergence (absolue) est donc acquise. Considérons
alors la somme partielle, pour N € N :

i? k) : ih k)— - (Zh pﬁ)\)) (i z—f)
k=0 ' k! k=0 "

Lorqque N tend vers +oc, les trois sommes convergent. Puisque d'une part la derniére tend vers
(A Ak

e* et d’autre part e* o on obtient bien en passant la relation précédente a la limite :

k!
7y A - AF S A (A)
Zh(k)E = Eh(k}H - Zh(k e*p | =0
k=0 k=0 k=0
Finalement, grace a la question précédente :
(n—1) =~ AF
f(n) = T h(k)ﬁ
k=n

En majorant chacue ‘:‘;(k‘) H};” (on a déja constaté que h est bornée), on obtient (aprés un
oo

éventuel passage par une somme partielle :

=, AR = AF
wmeN, SRl <|B]_ Y5
T =
n—1l
La somme du membre de droite est le reste de la série exponentielle, done vaut e* Z A

controle cette différence de fagon « classique » (mais sans indication, ¢a me semble hardT) par

I'inégalité de Taylor-Lagrange pour la fonction exponentielle sur [0, A] (ou par la formule de Taylor

avec reste intégral suivie d’une majoration de l'intégrale, I'inégalité de Taylor-Lagrange n’étantplus
1

au programme; on pouvait aussi majorer il par dans le reste initial, ce qui conduit

(k —mn)n!
ultimement au méme majorant) :
n—1 n
A A A
Pl Ebig
—_ n.

Ainsi, en recollant les morceaux :
* 1 AT
Wn e ¥, [f(n)] < —e*||h
n oo

donc la suite (f(n))nen converge vers 0 done est bornée.

|T011s les éléments de Sy, sont bornés. ‘

IV Propriété de Lipschitz

10)

Fixons m et n tels que 1 < n < m. On a alors E(n) =h(n) —pm = ) or dans

1= pﬁ{?) sim=mn
—Pm sinon

n—=1_ k
3 h(k}%, on a k <n <m, donc
k=0

n— 1)1 Ak
fnlm) = 21 > A

ce qui est le résultat attendu.



11)

12)

13)

—1y! k
Sil<n<m,alors f,(n)= u;ﬂ{’\ A

mn |
A k=0 B
Si0<m<netk>n, onam#k, donc E(k) = —pw'r\}.
—1)! — AF
Si0<m < n,alors f,(n) = (RAT) gi‘ o
k=n

Pour n > 1, le signe de f,,(n) se déduit immeédiatement des deux expressions trouvées précédem-
ment :

‘ fm(n) est strictement négatif si 1 < n < m et strictement positif si 0 < m < n.

Supposons d’abord : 1 < n < m.
On a alors n et n + 1 dans [1,m], donc grace a la question 10 et aprés factorisation :

1 L 'n.—l
ﬂf.m(ﬂ,}— ('R"‘l) ,Er): (Hz/\ Z )
k=0 k! k=0
k k-1 k—1
On a, pour tout k € [1,n] : T;;\J > LAM = h done :
TE— l

/\Z);c_ ; Z Z;bl

k=0 k= k=0

ce qui prouve : Af,(n) <0.
Supposons maintenant : m < n.
On a cette fois :

Afm(n) = “Towm Pm DY Z T
k=n k=n+1

n
La majoration — valable pour tout k > n-+1, aprés multiplication par A¥~!, sommation

1
! (L—l)T

et décalage... nous fournit a nouveau : Af,,(n) < 0.

‘ Afy, est négative sur N\ {0, m}. ‘

Tout d’abord, notons que :

On n'a pas forcément A fp(0) =

En effet, si fo(1) vaut effectiv emmt

matique dans la suite; espérons seulement que les eandidats n’auront pas passé trop de temps et
d’énergie pour essayer de prouver cette relation. Mais attendez, j'ai une wvision : le rapport du
jJury va dire que « cette erreur mineure n’a absolument pas handicapé les candidats. » Nous voila
rassurés !

, fo(0) est quelconque. C’est sans conséquence mathé-

Fixons m > (. On a :

{)\ oo /\k ( _ 1) N m=—1 /\k
Afm(m) = fru(m+1) = fin(m) = /\m+1 Pm E I + NG EnJ e
& k—mi1 —e—— k0
e AN e~ /m



14)

15)

16)

17)

Dans la derniére somme, une translation d'indice donne :
m—1 m

v Ak e A A
= k! « (r— n — A

r=

Il n’y a plus qu’a recoller les morceaux (en déplacant les quotients m et \) :

e o~ AR kA
Afm(m) = By ( Z ! +kz m :U)

k=m+1

D’aprés les deux derniéres question, sup Af,,(n) = Af,.(m). Mais dans la derniére somme de
n=1

Pexpression trouvée a la question précédente, on peut majorer — par 1, ce qui fournit :
m

—A @ Ak C—,'\ \
Afm(m) < T; F = T(L - l)
soit finalement :
—A
sup *"lfm{n) < 1=
nx=l A

L’ensemble S, est donné (question 7) par la connaissance des :';('n) pour n € N. Or, sin € M on a
(en notant I = :icng h(k)) :
€

o0
hi(n) =he(n) = hy(k)pM =h(n) —T+1S pM =hn
Ll 2 e >
R(n)—T h(k)—1I —_—
1
done :
Sh = Sh|

Notons que pour que les professeurs puissent conlinuer d’expliquer a leurs éléves qu’une série el son

éventuelle somme sont deur choses différentes, il aurait été intéressanit que l'énoncé ne confonde
pas les deux!

On sait que d’une part h est bornée (donc hy aussi) et que d’autre part f,,(n) est de la forme
m

(pour m = n) : fi,(n) = }(.ﬂ—Tf donc on a une majoration de la forme :
Tl

m) fn(n) = O (g)

donc par comparaison de séries a termes positifs,

37 hy(m) frm(n) est absolument convergente donc convergente.

nel
Soit f définie comme dans I'énoncé. Il s’agit de montrer : T'(f) = I, ou encore (question 15) : T(f) =
+oo
h+ Commencons par un calcul formel, qui guidera le calcul ultérieur. On écrit f = > hy(m)fo,
m=I

puis (en signalant les deux égalités « discutables ») :

———

+oc +oa +oc .
NEY T hpmIT(fm) = Y ha (M)l = Y Ay (m)1my = hy.

m=0 m=0 m=0

on



Formalisons tout cela. On fixe n € N et on va montrer : T(f)(n) = ﬁ: (n). C'est parti!

hy (m)fm(n' + 1} - Z hy (m-)nfm(n} = Z hy (nL)Tfm(n Z h-l— 1{m} )

m=( m=() m=({) m=(]

T(f)(n)

)

h-l-(m l{m} Z l{m}(k = h‘-l— (?‘1) - Z m)p‘m ’i_:-(ﬂ)

Il
I

Y
i

Ceci étant vrai pour tout n € N, on a bien T(f) = h| donc :

Lénoncé est ict extrémement maladroit : il y a une confusion entre cette fonction f trés particuliére
appartenant @ Sy, et une fonction f générique de Sy, (qui, certes, different de peu, mais...).

18) Prenons f € &,. Cette application coincide sur N* avec 'application des deux questions précédentes,
donc si on fixe n € N*, on a

fn+1) = f(n) = > hy(m) (fm(n+1) = fin(n)).

Dans cette somme, tous les termes sont négatifs (question 12) sauf celui d’indice m = n; ainsi :

J(+1) = f(n) < hy () (fu(n + 1) = Fu(n)) = ha (n)Afn(n)

1—e?
Or d'une part f,(n) < 3 (question 14) et d'autre part
hi(n) = h(n) - mf h(k) < suph(k) — inf h(k),
kEN keN

et donc (on multiplie des inégalités entre des quantités positives) :

_a—A

fln4+1) = f(n) < (zlég h(k) — jiclelll; h(k))




Exercice 2

Partie A - Un exemple

1) e Notons o le cvele (n,n—1,...,2,1) qui est un élément de S,

Alors J = M, done | Jest une matrice de p(:rmutat.ion‘

o Le caleul du polyndme caracléristique donne par développemeni par rapport & la premiére colonne :
det( XTI, —J)= X"+ (—1)""™V x (=1) x (=1)"t = X" — 1
ce qui donne | Sp(J) = {*/™ k€ [0,n — 1]}

Le polynome X™ — 1 est seindé 4 racines simples dans C[X] donc ‘ J ean dingonalisable sur C |

2) Dang cetle question. on pase w = 2™/,
1
w
.. _ . ok
Soit k€ [0,n—1] oo Vj, = w
w(m— 1)k
'l'!.'k 'f_l‘,,‘!‘
“,Bk -wr‘”‘
" §1 '?.f.-"“ i
Alors JV, = . = ) = w" V)
.w(ﬂ—l)k! w'n 1)k
1 _wnk

On note également que Vi # 0.
Ainsi, (Vo, ..., Vi—1) ost une famnille de vecteurs propres associés aux n valeurs propres distinctes deux a
deux 1, w, ...,w" ! de J.

esl donc une Tamille libre de novecteurs de C" et dim(C") = n.

Donc ‘ (Vo .ory Viuo1) constitne une baze de C" de vecteurs propres de J |,

1
0
3) e On a directemeni Uy =

e Soit m e ML
Scit k € [0,n — 1].
On travaille ici modulo noet on note que les événenents {X,, = k — 1} et {X,, = k + 1} sont
incornpatibles car k — 1 # k 4+ 1 modulen (n = 3).

1 1
Diaprés la définition, P(X,,41 = k) = EP(Xm =k—-1)+ ;P(Xm =k+1).

0 1/2 1/2
/2 0 o (0) -
Done Upyr = 1/2 . 1/2 x Uy, = AU, en posant | A = EU +Jmh
(0) .00 1/2
1/2 1/2 0

1) e On reprend les notations de la question 2)

J est semblable a la matrice Diag(1, w, ..., w"™ 1),



1 1 1, o
Done 5[} + J"7 1 esi semblable A la malrice Diag (1_. E(u-' +aw" Y, L E(ur“_' - w“"_”{-"_”)).
) " . . . 2km
Pour k € [0,n — 1], w4 wm DR =k ok = 'ZR.(!('HJA) = 2cos (—“)
n

Aldnsi, A est disgonalisable et ses valeurs propres (comptées avee leur ordre de multiplicitd)
sont les réels de la liste (cos(2E7 /1) )refo,n—1]

e Toutes les valeurs propres de A sont inférieures ou égales & 1 en module et 1 est valeur propre de A.
1

Le vecteur V' =

-

03t vectour propro unitalre asgocit i la valeur propre 1)
VT

3 n st impair done pour tout k € [1,n — 1], | cos(2kw/n)| < 1.
La matrice A ost symétrique réclle done diagonalisable dans une base orthonormale,
Daprés la question préctdente, il existe uie niatrice P € O, (R), de premicre colonne V telle que PD'P =
A avee D = Diag(1, cos(2w/n),...,cos(2(n — 1)w/n)).
Pourioul m € N, A™ = PD™ 'P = Pdiag(1, cos™ (2r/n), ..., cos™ (2(n—1)7/n))" P{on note que ‘P = P~ 1)
La suite (A™),nen converge alors vers P x diag(1,0,...,0) x "P {(continuité du produit matriciel}
puis, camme Ym € N, U, = A™Uy et par continuité duo produil mairiciel,

tys
LI-I 1 1
(Un)men converge vers Pxdiag(1,0,...,0)x"PxUg= [V (0) ... (0) |x| . | xUf=~= :
- Tl -
L. !

Partie B

6) Soit M,N € B,, A€ [0,1], ot posons A = (1 — A)M + AN. On a bien:

V(i,j) € [L.n]? Aij = (1= A)M;; + AN;; >0

Vie[ln], > Aij=01=X)) M;+A> Ni;=1
J.Tal J.Tel J=”1

Vielln], Y Aiy=0-NY Mi;+AY Ni;=1
i=1 =1 i=1

Done . ¢ oqui montre Lo convexité. Passons 4 la compacité. Puisque M, (R) cst de dimension
finic, toutes Ies normoes sont équivalentes, Cheisissons par cxemple la norme infinic of soit B € B,,. On a:

n
V(i,j) € [L,n]*, 0<Bij=1-> Bix <1
k=1
k#j
Done B, cst borné. De plus, si on se donne une suite (Cp)ren & valeurs dans B, qul converge vers
C € My(R), alors:
o par passage a la limite, C st & termes dans RT

e par somme sur les Hmites, on a;
T
Vi e [1,n], E Ci;=1
=1

vje[ln], Y Cij=1

i=1

Done B, est fernié. Comme entin M, (R) est de dirnengion finie, B, est compact. Notons que B, ne peut
pas &lre un sous espace vecloriel de M, (R), car il ne contient. pas la matrice nulle.
7) Soil o € S, et montrons que M, € P,. Notons que: V(i,j), (M,)i; =& o). Alnsi:

n
e ponr i € [1,n] fixt, on a (M,);; = 1ssi 0(j) =i, 881 j = 0 ' (i). On a donc Z(Jﬂliro-}i.j =1
J=1



e pour j € [1,n] fixé, ona (My);; =1ssii=o(j). Ona done Z[ﬂ-[ﬂ).,_-_j =1

=1
Montrong maintenant gue P, est un sous-groupe de GL, (R) :

o d'une partton a I, = Mg € Pa

o d'aulre parl. si on se donne o, 7 € 8. évaluons M, M,. Si on lixe (i,j) € [[1,'.r'r.]]_2 onoa:
T
(ﬂjfrﬂlr‘?')l.j = Z 6:':()'{!;-]5#',7[3'}
k=1

Sii # o(7(j)), on ne pourra jamals avolr simultanément bk = 7(j) ot ¢ = o(k) done on aura

nécessairement. (Mg My ); ; = 0. Sinon on awca (MyM;); ; = 1. Finalement on a | My M, = Mgr | et

done MM, € P,
e tn particulicr, si on se donne 0 € S, on a M, M, = My = L, ce qui montre que | M, € GL,,(R)
ot que (M,)" ' = M,1 € P,,.

Soit 0 € S, et notons d son ordre. Alors on a (M,)? = M,« = M;q = I,,, ce qui montre que M, annule
le polyndme X9 — 1, qui est scindé simple sur C. Donc M, est diagonalisable sur C.

En yevanche, P, n'est pas convexe comme le montre le contre-cxemple suivant. Si on pose o = (1,2)

1 1,
(rransposition qui cst l6gitime car n > 2) puis A = 5(;‘\1’,, + 1), ona Ay, = 2 ¢ {0,1}.

8) Suit 0 € Sy, (A, B) € B2, X €]0,1[, et supposons que M, = AA + (1 — \)B. Tixons (4, 5) € [1,n]%
esii=o(j)onal=2AA,;+(1-XAB,;. Ornousavons vu quec A et B étadent a cocfficiats dany
[0,1]. Si A;; < 1lou Bj; < Lalors A, ; + (1 — A)B;; < A+ (1 — A). Douc nécessairement on a
A j=B;=1
esii=c(jlonal =AM, +(1-=NDB;;. S A ; >00u B;; >0alors AA; ; + (1 — N B;; > 0. Done
nécessairement ona A; ; =B, ; =0

Finalemen. on a| M, = A = B|
9 On rappelle encore une fols que tous les cocfliclents de A apparticnnent 3 [0, 1], Notons
X = {("\ J’) S [[1 y 2;’!‘41'_.3' S ]0 1[ }

Attention & une coquille dans Pénoncé - 11 fallait live » > 2 et non pas ¢ > 1 (sans gua le résultat est
immédiai el ne présenie guére J'inlérét).

e premier point: soil (¢,5) € X
n
— supposons que Yk € [1,n]\{j}, Air = 0. Alors on aurair Z Air = A;; # 1, absurde. On peut
k=1
done choisir §° # j wel que A; ¢ > 0.
n
— supposons gquion ait A; ;= 1. Alors on anrait Z;l.,;!k = Ay + Ao > 1, absurde. Done on a
k=1
A €]0,1].

— on construit ainsi une fonction b ¢ (4,) — (i,5") (comme "horizontal™) de X dans X
syméirigquement, on consiruil une lonclion v @ (i,7) — (i, 7) {comme "verlical™). qui & Loui
couple (i,7) € X assocle un couple (i',7) € X avee i £ 4.

e deuxiéme point: X est non vide

Eu effet, supposons par I'absurde que X soit vide et goit j € [1,n]. Puisque tous les coefficients de

1
A seraient. égaux & 0 ou 1 el puisque 2‘4” =1, la j-éme colonne de A contiendrail un el un seul
i=1
terine ¢gal a 1. Cela perniettrait de définir une application o : [1,n] — [1,n] telle gue:
. - 9 ) -
V(i,j) € [Ln]", Aij =055,
De plus ¢ serail injeclive, sans quoi on pourrait trouver j # 5" tels que o(j) = a(j"), aprés quoi on
n

anrait E Ag(jyk 2 2. Done par comparaison de cardinaux, o serait bijective si bien qu'on anrait

k=1
A= M,, cc qui est exclu.



e troiziéme point: définissons par récurrence une suite (ig, jg)pen+ & valeurs dans X de la maniére
sivante :
— initialisation : puisque X st non vide, on peut choisir (i, 5;) € X
— hérédite: soit k = 1 ¢t supposons avoir construit (ix, jx). On posc alors

(ik+1s Jh+1) = (v 0 h)[(ik, ji)]
Par congtruction, pour tout & € N* on a conune denandé: (ig, jr) € X et (ig, jrs1) € X
e uatriéme point: [1,n] est fini done par le principe des tivoies, il existe deux entiers kB < 1 tels que
ir =i A fortiord, il existe deux enticrs k< [ tels gque (ip = §; ou jp = ;). Choisissons-les tels gque
[ — k soit minimal. T'uls quitte & tronquer la suite. supposons que & = 1. Eufin, posons r=1—1 ¢t
THOTITTOIS (ue 1y, ...,1,. et J1, ..., j,. ainsi définig conviennent {ou peu ¢'en faut).

— QI NC peut pag avolr = 1, car par constructlon on a 2y # ig ot j1 # jo
— toujours par construction, iy, ..., 4, sont bien deux 3 deux distinets: de méine avee ji, ..., jr.
— il reste A vorifier que (i,,71) € X. DPar hypothése on a 4,09 = 43 01 jroq = J1, O 01l @ auss
(iry Jr+1) € X, Tuis:
* 81 Jpp1 = J1 €05t torind
# 81 ipp1 = 11, LCIPlagons j; par jroq € gul pormet de seoramcncy au promicr cas, our
conclure. 1l reste & remnarquer que par minimalité de [ — & = 7, lentier j,41 est bien distinct
de jo, ..., Jr-
10y Udilisons la matrice B de Uénoncé, D&a, notons que B ost bien définie ot n'est pas Lo matrice nulle
{c’est 1cl qu'intervient hypothése v > 2), Ensulte, posons:

£= lllill(‘qil-jlf ey A.i..-._‘,f,-* Aﬁ-__}"g:- RS ‘4?-|--_jr'+l) >0

Quel que soit A € [—¢,2]. la matrice A+ AB ost & cocfficients dans RT. Si ou pout montrer quelle st
bistochastique, cela suffira & conclure puisque A sera le milieu du seginent [A — eB, A+ £B] et puisque ce
segment. n'esi pas réduil & un point.

Par linéarité de la somme, il sulfit de monurer que les lignes el les colonnes de B ont des sommes nulles:

n
e soil i € [1,n] el montrons que Z B;;=0
i=1
n
s est égal & un certain i avec k € [1,r], on a Z Bij =B, . +Bi .., =0
i=1
sinon la ligne est. entiérement nulle

T
e s0il. § € [1,n] e monirons qne E B ;=0
i=1

T
— 81 j est ¢gal 3 un certain ji avee k€ 2,7 + 1], on a Z Bij = Bi,j. T Bi =0

i=1

k—1:k
— sinon la colonne est entidromoent nulle

On en déduit gn'une matrice de B,, est extrémale ssi ¢’est une matrice de permutation.

11} Liilisons le résnlial admis; soin done p.g € N* lels que p+ ¢ = n + 1, choisissons nne sous-matrice A’
quelcongue de taille (p, ¢), el. par Pabsurde siupposons que A’ = 0.

Quiite 4 échanger les lipnes de A, supposons que les p lighes de A’ correspondent aux p premidres lignes
de A. De méme, supposons que les g colonnes de A’ correspondent aux ¢ premiéres colonnes de A. On a:

viellagl, Y Aij=1

i=p+1

En somimant ces égalités ob en intervertissant les somrmes on obtient

n q
E Z A?ﬁ.j =q.
i=p4+1 \j=]

q n
Or:Vie[p+1,n], ZA-;.,_; < Z A; ; = 1. Finalement on obtient : g < n — p, Fol contradiction.
j=1 j=1



123 e supposous que A\g = 1. Alors on aurait nécegsairement: Vj € [1,n], A, ; = 1. Ainsi, par le méme
raisonnement qu'en 9} {deuxignie point), on en déduiralt que A = M, ce gui est exchi. Done Ay < 1,
el Ap esl bien délinie.

e puisque A\g < 1, pour monirer que Ay esl & eoellicients dans BT il sullit. de manirer que A — A\gM,

est & coellicients dans RY. Soit done (i, 5) € [1,n]?

— ginon alors A; j — Ag(M;)i; = A4;; =0

—sii=a(j)alors Aij — Aa(Ms)ij = Asijyj — Ao =0

e par lintarité de lo somme, on romargque que chague ligne ot chague colonne de Ag a pour somume

1

— 1-—A 1) =1.
l—)\gx( o x 1)

Done Ay est bistochasiioue.

i R . . a2 3 _ ! . - N N e N 3 _ . A _

o soil (4,7) € [1,n]" tel que A; ; = 0. Alors néecessairement i # o(j), done (M, ); ; = 0 puis (Ag); ; = 0.
Done Ag contienl. au moins aidant de coellicienis nuls qua A. De plis, Ag esl alielnl en un certain
Joi A=A On a alors:

: aljo).do"
As(in)go — Ao(Ms)a(ia).je = 0

done (Ag) o)., = 0-
Comnice enfin Asiorge = 0, Ag contient au moins un cocflicicnt nul de plus que A,

13) Pour cette question, il est plus commade de suppriiner Phypothése que A n'est pas une matrice de per-
mulalion. On suppose done seulement que A € B, e. on ralsonne par récurvence forle sur le nombre k de
coeflicients non nuls de A.

o inillallzation : sl & < n, nolons que 4 admet an molns un coeflicient non nul par eolonne [puisgue la
somme de chaque eolonne vaur 1), Et sur une colonne donnée, il ne peut pas v avolr denx coeflicients
non nuls sans quoi on aurait £ > n + 1. Done il ¥ en o un seul of il est nécessairement égal & 1.
Toujours par le méme raisounement, on cn conclut que A est une matrice de permotation, ce qui
achéve Finitialisation.

o hirddite: goit k > n, ot supposons que Phypothése de réeurrence ost vérifice & tous les rangs stricte-
ment inféricurs & k. Pulsgue k& # n, A w'est pasg une matrice de permutation. QOn peut donc
comstroive :

1
Ay = ———(A — \M,)
0= 7z /\“( odds)

comme dans la question précédente. Par hypothése de récurrence, elle peur s'écrire :
Ay = )_\naﬁu +.. 4+ /_\gﬁ"
UV :\u-. . ,5\,, S00t Mg +...+ j\q = 1. On a cnsuite:
A= XMy + (1= M) AoMo + ...+ (1 — Ao)hs M,

T guffit alors de poger:
My = M,
vie[l,s+1], M; = M;_,
Vie[1,s+1], X = (1—Xo)hi1

Piigepe 0 < Ag < 1 les dillérenia A; sont bien sivicletnent positifs, el leur somme vaut bien 1.

14) e Puisque P, eat find (ot nen vide), inf (M) existe of e'est méme un minimum. Notons-le m.

MeP,

e Soit A € B, ¢t montrons que ¢ A) > m.
— 81 A € P, ¢'est par définition de m.
& 8
sinon, par la question précédenie on peul écrire: (M) = ZA.,;QJ(M.,_] > E Aim =1m
i=0 i=0
e Ou en déduit gue  inf (M) existe, que ¢est un wninimun ot qu'il vant m. De plus, il est effective-
Me

MEDR

menl alleinl en une malrice de permulation (par délinilion de m)

[t



