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Intégrales &4 paramétres - 4h

" Un con qui marche va plus loin qu'un intellectuel assis

Teddy et Adrien

Autour des sommes d’Euler

mn
1 1 1
Dans tout le probléme, on note pour tout entier n = 1, H,, = E —=14+-+4—
¢ e k 2 n

ros 4

On note ¢ la fonction définie pour x > 1 par {(z) = =
ne

n=1

Le but du probleme est d’étudier des séries faisant intervenir la suite (H,,) et notamment d’obtenir une relation
+Oo0

due a Euler qui exprime, pour » entier naturel supérieur ou égal a 2, E a laide de wvaleurs de la

(?‘1 —1—n1) .

n=1
fonction ¢ en des points entiers.

I Représentation intégrale de sommes de séries

1.A -

1 "odt
I.LA.1) Justifier que la série de terme général a, = — — — converge.
} n—1

I.A.2) Montrer qu'il existe une constante réelle A telle que H,, 5 Inn+ A+ o(1). En déduire que H,, ~Inn.
oo

I.B -  Soit » un entier naturel.
Pour quelles valeurs de r, la série E % est-elle convergente 7
=1 k1)
+o0
Dans toute la suite on notera .S, = E ﬁ lorsque la série converge.
n+1
n=1*

I.C -

I.C.1) Donner sans démonstration les développements en série enticre des fonctions ¢t — In(1—t) et t = 1—1
ainsi que leur rayon de convergence. '

I.C.2) En déduire que la fonction
In(1—1¢)
'_> — —
1—t¢

est développable en série entiére sur |—1, 1| et préciser son développement en série entiére a 'aide des réels H,,.

I.D —  Pour tout couple d’entiers naturels (p, ¢) et pour tout £ € ]0, 1], on note

1 -1

I,,= / tP(Int)7dt et f;.q = / tP(Int)9dt
0 =

I.D.1) Montrer que I'intégrale Ip‘q existe pour tout couple d'entiers naturels (p, q).

i e gPtl(Ing)?

A ) * S £
I1.D.2) Montrer que, Vp € N, Vg € N*, Ve € |0, 1], Ip,q = o 1lpa p+1

I.D.3) En déduire que l'on a ¥p e N,¥ge N*, [ d

Pa _',U +1 Pl

I.D.4) En déduire une expression de Ip‘q en fonction des entiers p et q.
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ILE —  Soit r un entier naturel non nul et f une fonction développable en série entiére sur |—1, 1[.

On suppose que pour tout x dans |[—1,1[, f(z) = Zan'r” et que Z il 1) converge absolument.
n>0

Montrer que f (Int)™ L f(t)dt = (=1)"L(r — 1)! Z
n n=>0
LF —

L.LF.1) Déduire des questions précédentes que pour tout entier r > 2,

+oo . 1
- Hy . G __In(1—1¢)
5 = ; (n+1)7  (r—1) /0 (nz) 1—1 dt

(u—l—l

(-1)" [ (Int)"2(In(1 — t))?
I.F.2) Etablir que 'on a alors S, = (=1) f (8" “ilng ) dt.
2(?‘ —9)] f
1 Int)2
I.F.3) En déduire que 5, = 5 / L ! dt
U b )

puis trouver la valeur de S, en fonction de ((3).

II La fonction /3

II.A - La fonction T
I1.A.1) Soit z > 0. Montrer que ¢ -+ t*"1e~t est intégrable sur ]0, 4+-o0[.

Foo
Dans toute la suite, on notera I' la fonction définie sur R** par I'(z) = f to—lg=tag,
0

On admettra que T est de classe € sur son ensemble de définition, a valeurs strictement positives et qu’elle
vérifie, pour tout réel z > 0, la relation T'(x + 1) = «T'(x).

IT.A.2) Soit x et e deux réels strictement positifs. Justifier I'existence de /Ho t*le~ot dt et donner sa valeur
en fonction de I'(x) et a®. i
II.B - La fonction 3 et son équation fonctionnelle
Pour (x,y) dans (R**)2, on définit 3(x,y) = /I =1 — )yt de.
0
I1.B.1) Justifier l'existence de 3(z,y) pour z > 0 et y > 0.
I1.B.2) Montrer que pour tous réels z > 0 et y > 0, 8(x,y) = By, z).

I1.B.3) Soient z > 0 et y > 0. Etablir que (z + 1,y) = —o’(:r y).
i

Ty
(z+y)(z+y+1)

I1.B.4) En déduire que pour z >0,y >0, Bz + 1,y +1) = Blz,y).

II.C — Relation entre la fonction 3 et la fonction I’
C(2\(a)
% relation qui sera notée ().

11.C.1) Expliquer pourquoi il suffit de montrer la relation (®) pour z > 1let y > 1.

On veut montrer que pour x >0 et y >0, Blr,y) =

Dans toute la suite de cette question on suppose z > 1 et y > 1.
+o0 r—1
u
I1.C.2) Montre Blx,y) = —d
) ontrer que S3(x, y) /U Tty it
U
14+
I1.C.3) On note F, , la primitive sur R* de t = e ™Y1 qui sannule en 0. Montrer que

On pourra utiliser le changement de variable t =

Vie R, F, ()< T(z+y)

u:r,'—l

(1 4+ u)>tv Fe

Montrer que G est définie et continue sur R™.

I1.C.5) Montrer que lim Gla) =z + y)3(x, y).
a—+oo

+oc
I1.C.4) Soit G(a) = / (14 w)a)du.
Jo
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I1.C.6) Montrer que G est de classe €' sur tout segment [¢,d] inclus dans R™, puis que G est de classe €1
sur R,

I1.C.7) Exprimer pour a > 0, G’(a) en fonction de I'(x), e ® et a¥!

I1.C.8) Déduire de ce qui précéde la relation (R).

IIT La fonction digamma

On définit la fonction 4 (appelée fonction digamma) sur R comme étant la dérivée de o — In(I(x)).
'@

- T(=)°

Pour tout réel x > 0, ¥(x)

III.A — Montrer que pour tout réel z = 0, ¢¥(z + 1) — p(x) = l
T

III.B — Sens de variation de

fa

III.B.1) A partir de la relation (), justifier que ? est définie sur (RT*)2.
)

Etablir que pour tous réels z > 0 et y > 0, ?(x,y] = Bz, y)(¥(y) — ¥(z + v)).
Yy

II1.B.2) Soit = > 0 fixé. Quel est le sens de variation sur R"* de la fonction y = 3(z, y) ?

II1.B.3) Montrer que la fonction ¢ est croissante sur RT.

III.C — Une expression de ' comme somme d’une série de fonctions

II1.C.1) Montrer que pour tout réel z > —1 et pour tout entier n = 1

, . (1 1
P(l4+z)—P(l)=tpin+zr+1)—9p(n+1 =
p(1+2) = (1) =9+ +1) — ¢+ J+;(k =)
II1.C.2) Soit n un entier = 2 et & un réel > —1. On pose p = E(x) + 1, ot E(z) désigne la partie entiére de .
Prouver que
p+1
n

0<yY(nt+ax+1)—n) < H -H, _, <

n+p

II1.C.3) En déduire que, pour tout réel x > —1,

wira)=vm+3 (- L)

N n+x

III.D — Un développement en série entiére

On note g la fonetion définie sur [—1, +-oc| par

g(z) = -'io (:_: B n—]i-:r:)

n=2

II1.D.1) Montrer que g est de classe € sur [—1, +oc].
Préciser notamment la valeur de ¢'*(0) en fonction de ¢(k + 1) pour tout entier k > 1.
II1.D.2) Montrer que pour tout entier n et pour tout = dans |—1,1]
T (k)
g0
o) 3 C

- 2 C( D[t
k=0 JU

Montrer que g est développable en série entiére sur |—1, 1.

II1.D.3) Prouver que pour tout 2 dans |—1,1],

(1l +x) =P(1) + Z(—l}"’“((ﬂ, + 1)z"

n=1
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IV Une expression de S, en fonction de valeurs entieres de (
0%
Dans cette partie, on note B la fonction définie sur R™ par B(x) = d—’;(r 1).
4
IV.A — Une relation entre B et ¥
Justifier que B est définie sur R,

A T'aide de la relation trouvée au ITL.B.1 établir que pour tout réel z > 0
zB(z) = (¥(1 +2) — (1)) + (@' (1) — ¢¥'(1 + 7))
En déduire que B est € sur R,

IV.B - Expression de S, a l'aide de la fonction B
1
IV.B.1) Montrer que pour tout réel z > 0, B(x) = / (In(1 —¢))%t="1 dt.
“0

IV.B.2) Donner sans justification une expression, a 'aide d'une intégrale, de B'*!(x), pour tout entier naturel
p et tout réel x = 0.

: -1)" )
IV.B.3) En déduire que pour tout entier r = 2, S, = # lim B2 (z).

2(1” — 2}’ x—0+

IV.B.4) Retrouver alors la valeur de S, déja calculée an I.F.3.
IV.C - Soit ¢ la fonction définie |—1, +oc[ par ¢(z) = (P(1+ z) — (1)) + (¢ (1) — ¢'(1 + z)).
IV.C.1) Montrer que ¢ est € sur son ensemble de définition et donner pour tout entier naturel n = 2 la
valeur de '™ (0) en fonction des dérivées successives de 1 au point 1.

IV.C.2) Conclure que, pour tout entier r = 3,

=2
28, =1¢(r+1) = > _ ((k+1)((r—k)
k=1

oo o[ INe oo
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