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Série de fonctions - Endomorphismes particuliers - 2h

" Le lever de coude est la meilleure fagon
de ne pas baisser les bras"

Teddy et Adrien

Exercice 1.

Notons u un endomorphisme de R®. La matrice de u dans la base canonique est :

(-1 -8 4
U=-2--8 -1 -4
Ny 1 -7

Que peut-on dire sur la nature d’un endomorphisme qui a une matrice symétrique dans une BON ?

Vérifier que U est une matrice orthogonale. Est-elle dans O% (R) 7

Sans calcul, montrer que Sp(u) c {-1;1}.

Sachant que U est orthogonal et symétrique, que peut-on en déduire sur la nature de u ?

En utilisant la trace, déterminer la multiplicité des valeurs propres. En déduire le polynéme caractéristique de U.

Déterminer une base de I'espace vectoriel des points fixes de u. Que peut-on en déduire sur la nature de u & 'aide
de la classification des matrices orthogonales de taille 3 x 37

Est-ce que les résultats des questions Q4 et Q6 sont compatibles ?

Exercice 2.

Considérons les fonctions définies par :

<. zF cos(kz =, 2¥ sin(kax
C(z) = Zik(k ) S(z) = Z# E(z) = C(z)+iS(x)
k=1 k=1

On rappelle que si f est une application d’un intervalle I de R dans C, alors f est dérivable si et seulement si Re(f) et
Im(f) sont dérivables. On a alors f’ = Re(f)" +Im(f)’

‘Partie I. Etudes sur ] -1;1[. ‘

Posons, pour tout k de N* :

2% sin(kz)

sp(x) = .



Soit A dans [0; 1[. Montrer que pour tout x de [—-A; A] et pour tout k£ de N*, on a :

lex ()] < AR et |sk(z)] < AF

En déduire que C et S sont définies et continue sur | - 1;1J.

Montrer que C et S sont dérivables sur | - 1;1[. Calculer C” et S'.

Montrer que pour tout = de |- 1,1[, on a :

D phlgike _ €
] 1-ze™
En déduire que pour tout  de | -1;1[, on a :
e +jxet®
E'(z) = —————
1-zxew

Partie II. Autre expression sur | —1;1]. ‘

Pour tout nombre complexe z non nul, on pose :
1
L(z) = §ln(|z|2) + iArg(z)

o Arg(z) désigne 'argument principal de z, c’est-a-dire 'argument compris de | - m; 7].

Veérifier que pour tout z vérifiant Re(z) >0, on a :

= arctan fm(z)
Arg(z) = arct (Re(z))

Puis montrer a I’aide d’un contre exemple que la formule est fausse dans le cas ot Re(z) < 0.

m Calculer ensuite :
L(1) L(1-¢) L(1+e™)

Soit a et b des fonctions C' d'un intervalle I de R dans R vérifiant a(x) > 0 pour tout = de I. Notons f = a + ib.
Montrer que :

f/

(Lof) = =

f

En déduire que pour tout = de |- 1;1[ : E(x) = —L(1 - xe'®)

‘ Partie II. Convergence en -1 et 1. ‘

Soit € dans {0,1}. Posons :
n 2

VneN, Sy(z) = S (=1)Fe M=—°
(@) = 21 = (-0l

Montrer que :
VneN, |Su(z)| < M



Soient ¢ de N*. Montrer que :

Montrer que la série :

est absolument convergente.

En déduire que C et S sont définies sur [-1;1]. On admet que S et C' convergent uniformément sur [-1;1].

En déduire que :

icos(k) _ —ln(QSin(%)) isin}ik) ) WT_l

k=1 k k=1

Que valent les sommes suivantes ?

4k Cos(k) gk Sin(k)
];( D= 1;1( D =



