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Correction

Exercice 1. 2. 3.

Cf. Cours et exercices

Exercice 4.

1. a) Soit E un espace euclidien et v un endomorphisme symétrique. Alors il existe une base
orthonormale de vecteurs propres de u, de plus ses valeurs propres sont réelles.
Pour toute matrice symétrique A il existe une matrice orthogonal P (‘PP = I, ) et une
matrice D diagonale réelle telle que D ='PAP

b) Le théoréme précédent n’est pas valable sur C, par exemple la matrice
A= (i _1!) € #(C)

est symétrique non diagonalisable ( le polyndme minimal 74 = X?).

c) Un endormorphisme « de E vérifiant Tr(u) = rg(u) n’est pas nécessairement un projecteur,

1 11
en effet, par exemple I'endomorphisme u associée a la matrice A = | 0 1 1 | vérifie
0 01
Tr(u) = rg(u) = 3, mais u n’est pas un projecteur puisque A% # A.
1 00
2. La matrice A = 0 0 0 | estderang 1 et est diagonalisable dans IR, car A? = A ( Aadmet
000
un polynéme annulateur scindé a racines simples dans IR ).
001
Lamatrice B=| 0 0 0 | estderang1 etn’estpas diagonalisable dans IR, car A% =0 (01la
00 0

seule valeur propre de A4 ).

3. a) Soient e, un vecteur non nul de F tel que Im(u) = Vect(e,) et (e1,ea,...,e,_1) un base de
T
ker u, alors % = (e;, ea,...,e,_1,€,) est une base de E. Posons u(e,,) = Z ae;, donc

i=1

0 ... 0 [45]

U — ﬂ 5]
Matz(u) = ;

0 ... 0 a,

b) On a dimkeru = n — 1, donc 0 est une valeur propre de u. Donc 0 racine de y, d’ordre
supérieure ou égal & n — 1, soit A € R tel que x,, = (—1)" X" }(X — \), donc A = Tr(u).
Ainsi u est digonalisable si et seulement si, Tr(u) # 0.

c) D’apres ce qui précéde u est diagonalisable avec Sp(u) = {0, 1}. Donc le polynéme minimal
vaut X (X — 1), ce qui donne u? = u, c’est & dire u est un projecteur.
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d) Ona Tr(A) = rg(A) = 1, donc A représente un projecteur p de R?. Il est clair que Im(p) =
Vect(e) + e +e3) et kerp = Vect(e; — ez, €1 +e3) olt (eg, ey, e3) désigne la base canonique de
R®.

Exercice 5.

1. a) Soit E un espace euclidien et u un endomorphisme symétrique. Alors il existe une base
orthonormale de vecteurs propres de u, de plus ses valeurs propres sont réelles.
Pour toute matrice symétrique A il existe une matrice orthogonal P (‘PP = I, ) et une
matrice D diagonale réelle telle que D ='PAP

b) Le théoréme précédent n’est pas valable sur C, par exemple la matrice

A- (i f,) € M5(C)

n
2. a) Notonsx = Z z;e; la décomposition de x dans la base . Alors

i=1

Ry(x) = (s(x)|x) = (Z Aizieq| 23«"551) = Z/\f:{:?.
i=1 i=1 i—1

n n
b) Soitx = Z r;£; un vecteur unitaire ( ZJ? = 1), alors I'égalité précédente montre que
i=1 i=1

n

Aps ) s h,

i=1

et donc
Ro(S(0,1)) C [A1, An)

3. a) Soit z un vecteur propre associé a une valeur propre A d'un endomorohisme s symétrique
positif ( resp. symétrique défini positif ), puisque = # 0, (x]z) > 0 d’otr :

(xlu(x)) = Azl|z)

(zls(x) (xls(z)
ou encore A = > 0.(resp. A = =0).
(x|x) (resp (z]2)
b) Pourtoutj € [1,n], onas(e;) = Z agjer etdone i, j € [1,n] si; = (s(ei)|e;), en particulier

k=1
sii = Rs(e;) € [M, An] (daprés la question 2.b ).

4. Notons ! I'application linéaire de .#,(IR) dans .4, (IR)? définie par I(4) = (A4, A) et b 'appli-
cation bilinéaire de .#,(IR) définie par b(A, B) = 'AB. Les deux applications sont continues
puisque on est en dimension finie. Notons ¢ : M + ‘MM — I, alors ¢ = bol — c ot1 c est
l'application constante : M +— I,,, donc ¢ est continue.

5. Posons A = (a;;)1<i,j<n € #n(R), donc' A4 = I, et par conséquent ¥(i, j) € [1,n]?,

1 . . .

1sii=j
Za“a’“j =0 = 0 sinon
k=1

n n

En particulier, Vi € [1,n], Z ay; = Letdonc V& € [1,n], |ag| < Zaﬁ{ =1
k=1 k=1



6. Ona &,(R) = ¢ '{I,}, donc &, (IR) est une partie fermée comme image réciproque d"un fermé
par une application continue.

D’autre part, considérons la norme ||.|[. définie sur .#,(IR) par [|A|le = |[(@ij)1<ij<nloc =
sup |a;j|. La question précédente montre que YA € &,(IR), ||A]|« < 1, donc &, (IR) est une
1<ij<n

partie bornée de .#,,(IR) pour la norme ||.||» et comme la dimension est finie la partie &, (IR)
est bornée pour toute norme.

En conséquence &,(IR) est une partie compacte comme fermée bornée d'un espace de dimen-
sion finie.

7. a) On sait qu‘il existe une matrice P € &,(IR) tel que S = PA'P, donc Tr(AS) = Tr(APA'P) =
Tr(PA PA), donc il suffit de prendre B ='PAP € ,(R).
b) L'application T est continue sur .#,(IR), car il s’agit d'une application linéaire. Comme
¢, (IR) est un compact, alors T est bornée et atteint ses bornes sur ¢, (IR), en particulier
elle atteint son maximum sur &, (IR).

T n

¢) Posons B = {blj)lél-jﬁﬂ et A = (dij)]gi‘jgﬂ- On a TF(AS) = TY(BA) i E E b;pds;. Or
i=1k=1
|b1;"| <lcarB &€ ﬁn(]R), donc

n n n n

Tr(AS) = Z Zhikd’ki < Z Z(iki = id-ﬁ; = Zﬂ:A? = TI(S}
i=1 i=1

i=1 k=1 i=1 k=1

DouvA e &,(R), T(A) < Tr(S) = T(I,). Ceci montre que le maximum est atteint au point
I, € &,(R):

t= sup T{A)=TrS) =) X
g0, (IR) i=1



