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Correction

" Le lever de coude est la meilleure fagon
de ne pas baisser les bras"

Teddy et Adrien

Exercice 1.

Un endomorphisme qui a admet une matrice symétrique dans une BON est un endomorphisme symétrique.

On vérifie facilement que : WU = I. Donc U est une matrice orthogonale. De plus si C1, Ca, Cs sont les colonnes
de U, on a :
-8 -1
1 ‘ 4 -4 56 4

A
Cl/\OQ = @ = — =

92 = G

Nl

Donc U est dans O3 (R)

Comme U est symétrique réelle, d’aprés le théoréme spectral, Sp(u) ¢ R. De plus u est orthogonal donc les valeurs
propres de U sont de module 1. Ainsi Sp(u) ¢ {-1,1}.

Comme U est symétrique et orthogonal, on a U™ = U = U. Ainsi U? = UU™! = I. L’endomorphisme u est donc
une symétrie. De plus u est symétrique, donc u est une symétrie orthogonale.

Notons respectivement \ et u les multiplicité de 1 et —1. On a donc :

Al+p(-1) = tr(U)=-1
{A-ru = 3

On obtient donc A =1 et pu =2. Le polynéme caractéristique de U est donc :

Xy=(X-1)(X+1)2

Déterminons les points fixes de U :

10 8 -4 -1 1 4 -1 1 4 2
Fi = Ker| 8 10 4] = Vect] 4 5 2] = Vect] 0 9 18] = Vect| -2
-4 4 16 5 4 =2 0 9 18 1

L’isométrie u est dans O3 (R) et dim(E;) = 1. D’aprés la classification des isométries en dimension 3, il s’agit
d’une rotation.

En cherchant 'angle 6 de la rotation avec la trace, on trouve 1+ 2cos() = -1, c’est-a-dire |0| = 7. L’isométrie u
est donc une rotation d’angle m ou encore une symétrie orthogonale par rapport a Fj.



Exercice 2.

Soit x € [-A; A] c] - 1;1[. On a alors pour k> 1 :

cos(kx)zk

lex(2)| = &

Alinsi :
z* cos(kx)

k
2| < A

Les suites sont positives

> A* converge car c’est une suite géométrique de raison 4] <1

D’aprés le théoréme de comparaison, la série définissant C' est absolument convergente sur |-1; 1[, donc convergente.
L’application C est donc bien définie sur | —1;1[. De plus :

e zFsin(kx) Sk Antl
|Rn ()| = — | < AY = —
def k:%:u k k:zn:H 1-A
En passant au sup pour x dans [a,b] :
An+1
[Bnlo <

—
1-A n-+oo

Par théoréme d’encadrement, le reste converge uniformément vers 0 et la fonction C' est continue sur |- 1;1[. On
raisonne de la méme fagon sur sy.

On va utiliser le théoréme de dérivation terme a terme. Il faut donc vérifier les hypothéses. Montrons que sur tout
segment [a,b] de |- 1;1][ :

> ¢, converge simplement

Z ¢, converge uniformément sur chaque segment

La convergence simple de ¥ ¢ a été démontré dans la question Q1. Soit = et A vérifiant x € [a,b] c [-A; A] c]-1;1].

kxk=1 cos(kx) — ka® sin(kx)

@) = -

< ol (Jcos(ka)| + [ sin(ka)]) < 24%!
IT

La série Y A*™! est convergente puisqu’il s’agit d’une série géométrique de raison |A] < 1. Les séries sont & termes
positifs. D’aprés le théoréme de comparaison, la série ) ¢}, est convergente et son reste R,, vérifie :

= = er AP
R.(2)] = | D ch(x)| <2 > AF! <20
k=n+1 k=n+1 | |
On passe ensuite au sup pour z dans [a,b] :
An
IRl < 22

1 [A] noteo

Le reste converge donc uniformément vers 0 et la série Y ¢, converge uniformément sur tout segment de [a, b].
L’application C' est dérivable de dérivée :

2" cos(kx) - 2" sin(kx)

Nk

C'(z) =

e
Il

1

On raisonne de la méme fagon sur S et on trouve :

2Fsin(kx) + 2F cos(kx)

M3

S'(z) =

ke
Il

1



Comme |ze®| = |z <1 :
ixk—leikx - e i (xem)k*1 - el i (xem)K - eiw _1 '

k=1 k=1 Kokl o 1 —zet

D’apres la question (J2, on a :

E'(z) = C'(z)+iS"(x) = Y. (+" ' cos(ka) - 2"sin(kz)) + > 2" (isin(kz) + 2*i cos(kx))
k=1 =
Soit encore : |
1 y 1T
E (.’E) = Zxk 1 _ikx +Z£L'k7,6 (1+Z.’E) Zxk 1 ikz  _ %
ket k=1 Q3 1 — xeix

2im

Les relations dans le triangle rectangle nous donne la valeur de argument. Prenons j=e™3 . On a Arg(j) = %”
et :

Arctan(sm(%;)) = Artan(_\/g) I

. i i i i 1 R 1
1-¢' = 65(675—65) = 5( 2151n(2)) = ellT(2sin(§))

On obtient alors :

De méme :

Ainsi :

L’application Lo f est dérivable comme composée de fonctions dérivable et :

1 2 42 . b\
(fln(a +b7) + zarctan(f))
2 a

! / bla-ba’
2aa’ + 2bb o2

+ 14
2(a? +b?) 1+(g)2
aa’ +bb’ . ba-ba
a? + b2 ’ a? + b2
(a-1ib)(a’' +1b")
(a—1b)(a+1id)
f
f

(Lof)

Posons f(x) = —L(1 - ze®). On a alors en utilisant la question précédente :

fa) = e = E()
Q7 1—ze™® Q4
De plus E(0) =0=-L(1-0). On a donc bien :
E(z) = -L(1-xze™)



m Pour tout n de N, on a :

)" 1+ |(-1)%e

1-((-1)%€

|n+1

‘Sn(m)| = 1— (_1)561‘

zn: (_1)akeik
k=0

En remarquant que Si — S,_1 = (=1)%e*, on obtient :

Zq: (-1)kett Zq: Sk — Sk-1
k=1 k k;ls k .
_ Pk k-1
= zq: & — q_l Sk
=k ikl
iy 11 S,
= S = - 4 _ g
& k(/c k+1) Ty

En utilisant la majoration de (S,,) par M montré a la question Q9, on obtient :

1 1 1 1

- - Sk| < |+ - M
‘ ( k k+1 ) k‘ ( kE k+1 )
Les suites sont positives

1

k k+1

1
M Z (f - —) est convergente par somme télescopique

Ainsi, en utilisant le théoréme de comparaison des séries numériques, la série (% - ﬁ) Sy est absolument

convergente.

ek ik
D’aprés les questions Q10 et Q11, la série > % est convergente. En prenant la partie réelle et en prenant
€ =1 puis € = -1, on montrer que C' est définie en 1, puis en -1. De méme en prenant la partie imaginaire, on a le

meéme résultat sur S.

Etant donné qu’on a convergence uniforme sur [0,1] de C, on peut utiliser le théoréme de la double limite. On

obtient - L )
> cos(k) = Re(E(1)) = -Re(L(1-¢")) = —IH(QSin(*))
=k Qs Qs 2
On raisonne de la méme fagon en -1, puis avec S en 1 et -1. On trouve :
i sin(k) _xa
ok 2
S (ees (1))
k=1 k
ad sin(k
Sl

ke
I

1

i L-(-1)ee]

M



