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Correction
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Exercice 1.

Pour tous z et y de R, on a :

2? syt -2y = (z- y)z >0 = 1y <

b | =

Soit n dans M. En utilisant la question 1, on a :

Wbpoy < b2+ b2, (%)

Ainsi : )
2nb2 - 2(n - 1)buby_y

2nbl — (n-1) (b3 +b3_4)

2by, (nby — (n = 1)by-1)

IVE‘V

2 (Tl-*—l)bi—(ﬂ— l)bi—l

Pour tout n de M. on a :

Apn = (al +‘”+O.'..”) - (a1+"-+an—l) = leu—(?l— l)bn—l

Soit n dans I :

N N
2 Zl by - Z_:] 2by, (nby = (n=1)by-1)
N
> Y (n+ )b - (n-1)b] 4
Q2 n=1
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> Yombl-(n-1)bi_, + Db
n=1 ni=1
N
> Nba -0+ S 02
5T n=1
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o
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N N N
(Z a,;bn) < E af, Z bi
=1 3

On utilise ensuite le résultat de la question Q4 :
2 N N

N ] I
(Z_;lbf,) 25 a3

n=1 n=1

(:r,‘2 + 3‘;2)

B (20— (n-1)) - (n-1)b



N
Si Z bi est non nul on simplifie, on obtient alors :

n=1
N N
2 2
2, b, <23, an
n=1 n=1

N oo
Si Z b?‘ est nul, le résultat précédent est évident. Ainsi la série Zbﬁ est croissante et majoré par Z ai, elle est
n=1 n=1

donc convergente, et en passant a la limite, on obtient :

[bl, < 2]al,

La série ¥, ai =3 n% est une série de Riemann avee 2o dans ]1; 2[. Elle est done convergente et la suite (a,,) est
donc bien dans (2. De plus la fonction f définie de R? dans R? par f(x) = :%n est. décroissante. Ainsi pour tout k

de N*, on a :
k+1 d 1
—dr <« —
‘/k‘ frl v ke

On somme ensuite pour k variant de 1 a n — 1 pour n fixé dans N. On obtient :

T n-1
f L < L (%)
1 T - :

o P k(x
Or : 1
o1 1
nb, = ap + +anfz—2 —
ke ke
Ainsi, Péquation (#) devient :
! ' < Bk < nb
(I-a)aet |~ ke 7 "
En divisant par n, on obtient :
1 1 b

+
(I-a)n®  (a-1)n
Elevons au carré Iinéquation précédente, ce qui est possible car les termes sont positifs :

((1—}1)71,"‘ N (0_11)«..;.)2 < b

1 1 1
-2
(1-a)?n2e * (a=1)%n2 (1 - a)2nett

Soit encore :

2
b'n

On multiplie ensuite par (1 - «)? et on somme pour n variant de 1 & +oo :

C(20) + ¢(2) = 2(a+1) < (1-a)’|bl; < (1-)’C*[al; = (1-a)*C*¢(2q)

En divisant par ((2a) l'inéquation trouvée dans la question précédente, on a :

(2) cla+l) 22
(20 2 (20 +1 < (1-a)C
1

11 suffit de faire tendre a vers 3 et utiliser la continuité de zéta et sa limite en 1 :
1
0-2x0+1 = =C
22
Done €' 2 2.

Exercice 2,




1. La fonction est définie sur | — oo, 1[. Au voisinage de 0, on a In(1 — z) = —2 — 2%/2 + o(2?) et

3. D'apres le développement de la question 1, wu, ~

done

‘:13 +In(l —2) = —22/2 + o(2?) ‘

. Par concavité de la fonction In sur R™*, on a (courbe en dessous de sa tangente en 1)
Yr> -1, In(l+2) <=z

En appliquant ceci pour n > 2 & —1/n, on obtient

—231 qui est le terme général d'une série

absolument convergente. Ainsi

‘ anl u, est convergente ‘

. [ est de classe C* sur [0,1] et

l>0

Vre 0,1, flz)=1- T 22

| [ est croissante sur [0, 1]‘

. D’aprés le développement de la question 1, v, ~ ﬁ qui est le terme général d'une série absolu-
ment convergente. Ainsi

‘ anl t, est convergente ‘

i Ona v —up = —1In(2) et

n+1 n—1

)—In(

n n

1 1
Yn > 2, vy—uy, = — In(l+=)—In(1—-=) = — In( ) = —In(n+1)+2In(n)—In(n—1)
s s

On en déduit que

N N N N
Z(uﬂ_ — ) =—1In(2) — Z In(n+1)+ 2 Z In(n) — Z In(n — 1)
n=2

n=1 n=2 n=2

Les termes se simplifient et on trouve

N
Z{un —wy) =In(N) —In(N + 1)

n=1

. Avec les questions 3 et 5, les suites proposées convergent (sommes partielles de séries conver-
gentes) et avec la question précédente, la différence vaut —In(l + 1/N) et est de limite nulle
quand N — +oo. Ainsi,



E Up = E Un

n=1 n>=1

Par négativité de u, pour n > 2 (question 2) et positivité de v, (question 4 qui donne la positivité
de f sur [0,1]), la suite des sommes partielles de u décroit et celle des sommes partielles de v
croit. Ainsi

N N
(> vn)nen~ et (D un)nen- sont adjacentes

n=1 n=1

8. En particulier
i T
Y > 1, ka < ’quk
k=1 k=1

Pour k=1, on trouve y > 1 —In(2) >0 et pour k=2, 7y < 14+ us < 1.

v €]0.1]
9. z— % est décroissante sur RT*. Une comparaison série intégrale donne alors
R N A R N SN L A
mze [ G [ ey [ =T
2 B e k=2 k=1 " !

On en déduit que
In(n+1)—In(2) < h, —1 < In(n)

et comme 1 — In(2) = 0,

‘Vn =2, Infn+1)<h, <1+ ]n(n)l

On vérifie que 'encadrement reste vrai sin =1 (In(2) <1 < 1).
10. On calcule

1 1
far1—fa= T i In(n+1)+In(n) = —— +1In(1 —

= <0
n+1 n+l) il =

‘ (fr)nen+ est croissante. ‘

11. On reprend l'identité ci-dessus et on somme :

N

-1 N N
[RETNEVRE SUNTI SR SR
1 n=1 n=1

n=

| (fr)nen+ est convergente et de limite ‘

12. (a) Fonction décroissante, asymptote verticale en 0 et horizontale (z = 0) en +o0.

(b) Comme r > 1, la fonction est intégrable au voisinage de +oc. Etant continue sur [a, +00|
(car a > 0), l'intégrale existe. Une primitive de la fonction est x — ﬁr,l—_l on a

fl] -7




(c)

ii.

iii.

iv.

i. On applique la définition de limite avec £ = £ — a > 0 ce qui donne un rang nj.

On applique la définition de limite avec £ = b — £ > 0 ce qui donne un rang no.
On choisit N = max(ny,n2) et on a pour n > N |n" (w1 —wy,) — €] < £ —a ET
[n" (wy 1 — wy) — £ < b— L. Ainsi

(V0 <a<t<b IN/Vn>N, a<n (w1 —w,) <b]

x — 1/z" étant décroissante sur R™*, on peut derechef effectuer une comparaison
série-intégrale pour obtenir

/““ dt _ 1 /n dt
WYn > N, < —
N tr - kT — N_1 tr

Avec la question précédente (en divisant par n” > 0 et comme la multiplication par a
on b ne change pas le sens des inégalités)

n

nl dt _
a‘/‘;{ Z(wkﬂ—ﬂ% <b/ ]t’

et finalement,

ntL gy nodt
a — SWpyr—wy =D —
N 1 N-1 T

On a donc, en faisant tendre n vers +o0,
al(N) < —wy <bI(N —1)

ou encore

| —bI(N — 1) < wy < —al(N)|

Soit £ > 0. On utilise ce qui préceéde avec a = £ — z et b = £ + . Ceci nous donne un
rang N. Tout rang plus grand que N convient aussi et

Yn>N, —(+e)l(n—1)<w, <—({—2)I(n)

On multiplie par "~ > 0 ce qui donne

r—1
¥n >N, —({+&)I(n—1)(n—1)""" (nn 1) <wen™ < — (0 =) I(n)n" !

Le majorant tend vers —(f — &‘)— el est plus petit que —f+25 pour n assez grand.
Le majorant tend vers —(£ + 5)m et est plus grand que f_' = pour n assez grand.
Il existe done un rang ny tel que
14 2e £ 2z
Yn = ng, ——— — <wan' < - +
R B |
Par définition des limites,
; /
lim n" "lw, = -
n—s+0oo " r—1

v. |Dans le cas ou £ = 0, on peut reprendre la preuve ‘ On travaille avec £ > 0 et on trouve

un rang a partir duquel

—& <n'(wpe —w,) <e



On somme mais on obtient cette fois
nodt ndt
—5/ o <wpe —wy < Ef ey
N1t N-1t

—el(N —1)<wy <I(N-1)

et donc

1

On conclut alors encore que n"‘ay, — 0.

13. Posons w, = v — f, (& partir du rang 1). On a alors w, — 0 (question 11) et (questions 10 et 3)

1

Whp41 — Wy = fn - fn+1 = —Up+1 ~ W

Ainsi, n? (w41 —wy) — % La question 12 donne alors nw,, — —% et donc wy, ~ —%. On a alors

1 1
— In(: o =
n(n) +~+ o + O(n)

Exercice 3

1. (a) Par définition du produit matriciel, le coefficient & I'intersection de la ligne ¢ et de la colonne
j de AB est le produit scalaire de la ligne i de A et de la colonne j de B. Ainsi

[(MM);; = (vi,v))]

(b) Dans le cas om la famille (v1, ..., v,) est orthogonale, ! M M est diagonale et son déterminant
est le produit de ses coefficients diagonaux. Ainsi

det(M)? = det(‘MM) = ] llui])®
i=1

Il reste a passer a la racine carrée pour conclure que

[[det(M)] = Jlvr[[va] .- [lvnll ]

2. Une matrice orthogonale est une matrice dont les colonnes forment une base orthonormeée de
R™. Ainsi les matrices dans M, (R) qui sont diagonales et orthogonales sont

les matrices diagonales & coefficients diagonaux dans {1, —1} |

3. Une premiere fonction prend en argument deux listes supposées de meme taille et renvoie leur
produit scalaire.

def prodscal(U,V):
s=0
for i in range(len(U)):
s=s+U[i]#*V[i]
return s

La fonction principale prend en argument une liste de listes. Dans une premiére double boucle,
on vérifie que les coefficients valent tous 1 ou —1. Dans une seconde que les produits scalaires
de deux colonnes différentes est nul. Si ancune interruption n’a eu lieu, on renvoie 1.



8.

def estdansH(M):
n=len (M)
for i in range(n):
for j in range(n):
if abs(M[i] [j1)!=1:
return 0
for i in range(n):
for j in range(i+i,n):
if prodscal (M[i],M[j])!=0:
return 0
return 1

(a) Tous les coefficients étant de carré égal a 1

Les colonnes de M € H,, sont de norme \/ﬁ‘

(b) Le déterminant étant multilinéaire, si les v; sont tous non nuls

T
det(vr,...,v,) = [T llvill det (v /||vs

i=1

lyoovon/lleal))

Si (v1,...,v,) est orthogonale, le dernier déterminant est celui d’une matrice orthogonale
(colonnes orthogonales et normées) son déterminant vaut 1 ou —1. Ainsi

(VM € H,, |det(M)| = n¥

On a N
Yiz 1, 0= {v,v) = ij,z
=1

Or, la derniére somme est la différence du nombre de 1 et du nombre de —1. Ainsi

le nombre des m;; égaux a 1 est égal au nombre de m;; égaux a —1.|

Multiplier une ligne ou ou colonne de M conserve I'appartenance a H, (les produits scalaires
sont inchangés ou transformés en leur opposé). En multipliant pour tout i la ligne i de M € H,,,
on trouve un élément de H,, dont la premiere colonne est constituée uniquement de 1.

On suppose H,, non vide et on considére My € H,, de premicére colonne v; comme ci-dessus. En
faisant le produit scalaire des deux premiéres colonnes, qui est nul, on voit alors que la deuxiéme
colonne contient autant de 1 que de —1. Ainsi

‘sj H, # 0 alors n est pair

(a) A toutes les colonnes, on ajoute la premiére. My est transformée en une matrice dont les
coefficients sur les colonnes 2,. .., n valent 0 ou 2. Chacune de ces colonnes est factorisable
par 2 et on trouve det(Mp) = 2" 1 det(A) ot A est une matrice dont les coefficients valent
0 ou 1 et sont donc entiers. Le déterminant étant une somme de produit des coefficients,
det(A) € Z. Ainsi

‘ det(Mp) est un entier relatif multiple de 2" ! ‘

(b) n étant pair, il s’écrit n = 2p (avec p = 2 car n > 2). Avec 4(b) et 8(a), (2p)? est mutiple
de 221,
Si, par 'absurde, p est impair alors (2p)? = 2Pp¥ n’est pas factorisable par 2°1! (car p? est
impair). Ainsi p+ 1 > 2p+ 1 et donc p < 0 ce qui est une contradiction. p est ainsi pair et
done

n est un entier naturel multiple de 4

ot



