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Correction
Exercice 1.
L’intégrale est impropre en 0 et en 1. De plus :
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L’intégrale I est donc faussement impropre en 0 et en 1. Elle est donc convergente.
L’intégrale est impropre en +oo. Par croissance comparées, on a :
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Ainsi :
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Les fonctions sont positives
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f —dt est convergente
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Par théoréme de comparaison, l'intégrale I5 est convergente.

L’intégrale est impropre en +oo.

1 1 1
Vi+a2-z = z(\[1+=5-1] ~ 2— = —
2 0 22 2z

+ 00 1

Comme l'intégrale / Q—dx est divergente et que les fonctions sont positives, on conclue & 'aide du théoréme
1 x

de comparaison que :

f0+m(m - x)dx

est divergente et donc Ig également.



Exercice 2.

Par récurrence sur n dans N, montrons que les intégrales I, sont convergentes. Pour n = 0 on on obtient

Iy = fol dx = 1. Supposons que l'intégrale I,, est convergente pour n fixé dans N, et montrons que I, est
convergente. Dans I,,,1 effectuons une intégration par partie généralisée :

u(z) = In"™(z) onc u' ()
{ v'(x) 1 d { v(w)

Les fonctions sont C! et le crochet :

(n+1) @)

E ln"Jrl(:v)];j =0

est convergent et vaut 0 par croissance comparée. Les hypothéses du théoréme sont donc vérifiées et I,,,1 est de
méme nature que (n+1)I,. Or cette intégrale est convergente par hypothése de récurrence. On a donc la relation :

In+1 = —(n+1)In
Par récurrence immédiate, on a : I,, = (-1)"n!

Exercice 3.

Puisque :

cos(Bx) 1
e S oz
Les fonctions sont positives

+o00o
[ —adx est convergente car a > 1
1 x

to cos(fSx
#dm est absolument convergente, donc
x

on peut appliquer le théoréme de comparaison. L’intégrale f
1

convergente.

Effectuons une intégration par partie généralisée en posant :

[r - 2 I
v'(z) = cos(Bx) v(z) = %sin(ﬁx)

Les fonctions u et v sont C* et le crochet converge car :

[sin(ﬂx) :|+°° __sin(B)
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En effet, on a la limite d’une fonction bornée par une fonction qui tend vers 0. Les hypothéses de I'intégration par
partie généralisée sont vérifiées, les intégrales suivantes sont donc de méme nature :

+o° cos(fx) a [*eesin(fr)
[1 ——dx B ﬂ ———dx
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+o0 cos(fBx)
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Or, d’aprés la question 1, la deuxiéme intégrale est convergente puis que «+ 1 > 1. Ainsi f dx est
1

convergente.

Comme |cos(x)| < 1, en multipliant par |cos(z)|, on obtient :

1+ cos(2x)

lcos(z)| > |cos(z)[* = cos®(z) = 5



Tout d’abord :
too 1+ cos(28z 1 pte 1 1 [+ cos(28x
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La premieére intégrale est une intégrale de Riemann divergente et la seconde est une intégrale convergente d’aprés

la question précédente. Ainsi :
1+ cos(26x) B | cos(Bx)]
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Les fonction sont positives
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th
gente d’apres la question Q2. L’intégrale est donc semi-convergente.

dx est divergente

D’aprés le théoréme de comparaison, l'intégrale dx n’est pas absolument convergente, mais conver-

Puisque ae > 0 :
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Effectuons ensuite le changement de variables X =z —kn :
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Ainsi :
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En posant K = — [ | cos(x)|dz et en sommant I'inéquation trouvée dans la question précédente entre k=1 et
T Jo

k =n, on obtient :

nmw < n-1 (k+1)m < n
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On reconnait a droite de I'inégalité, une série de Riemann qui diverge puisque « < 1, ainsi d’aprés le théoréme
d’encadrement, l'intégrale
+ 0o
cos(x
f |cos(@)]
s

1:0(

est divergente.

Pour le cas général, on effectue le changement de variables X = Bz qui est C! et strictement monotone . On
obtient que les deux intégrales suivantes sont de méme nature :
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On reconnait cette fois 'intégrale correspondant au cas o § =1 qui est divergente. On a donc montré le cas
général.

Effectuons le changement de variable : X = Sz —km+ 7. C’est un bien un changement de variable C ! et strictement

monotone puisque S # 0. Ainsi :

~ e cos(fx) d
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Comume sin est positif sur [0,7] et « est négatif, on a :

Ainsi, la suite (|ag|) est minorée par un réel strictement positif. Elle ne converge donc pas vers 0

Comme la suite (ag) ne tend pas vers 0, la série Y a, est divergente. Or, en utilisant la relation de Chasles, on
obtient pour tout n de N :
n (2n+1)ﬂ' Cos(ﬁx)

28

L’intégrale C' est donc également divergente.

Exercice 4.

Les fonctions f et t = cos(nt) sont C' sur [a,b], on peut effectuer une intégration par partie :

fbf(t) cos(nt)dt’
[f(t)Sln(nt ] f f(t) sin(nt)dt
f(a)sin(na)| |f(b)sin(nd)] 7] () sin(nt) dt

<
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La fonction f” est continue sur le segment [a,b], elle est donc bornée par un certain réel M. On obtient

F@l | O M

| <
Par théoréme d’encadrement, on en déduit que I, tend vers 0 quand n tend vers +oo

Soit (zo,...,zp) une subdivision adaptée a la fonction en escaliers f c’est-a-dire que a = g, b =z, et que les points
de discontinuité de f sont dans '’ensemble {zo,...,z,}. De plus notons \; la valeur de f sur Uintervalle |z;;z;.1].

On a alors :

b
‘ f f(t)cos(nt)dt| - z;) f £(1) cos(mf)dt‘
= f cos nt)dt’
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Par théoréme d’encadrement, on en déduit que I,, — 0.
n—+00

Soit (xo,...,zp) une subdivision adaptée & la fonction continue par morceaux f. Sur chaque |z;;z;.1[, la fonction
f est prolongeable par continuité sur [z;;x;+1] puisque les limites de f aux bornes existent. Cette fonction est alors

continue sur un segment, elle est donc bornée par un certain M;. On a donc

Vie {O, o, n - 1}, vt E]Jﬁi;xﬂ.l[, |f(t)| < M;

Le réel :
M = Ma/x{MOaMlv st ,Mn_1,|f($0)|7 |f(x0)|7 b 7|f(xn)|}

est alors un majorant de |f|, et f est bornée.



Soit €' > 0. Comme f est continue par morceaux, il existe une suite (g,) de fonctions en escaliers convergeant

uniformément vers f. Ainsi il existe N dans N, tel que :

If = gnllo < €

11 suffit de prendre &’ = ﬁ et g=g,-

| = f ' f(t)cos(nt)dt‘
b b
- [ (F(£) = g(t)) cos(nt)dt + f g(t) cos(nt)dt
IST /ab|f(t)—g(t)||cos(nt)|dt + /abg(t) cos(nt)dt‘
< If-dl fabldt+ fabg(t)cos(nt)dt
e b
< g ¥ /; g(t) cos(nt)dt‘

Enfin dans la question 2, on a vu que le lemme de Lebesgues est vrai pour les fonctions en escaliers, donc pour la
fonction g. Le second terme tend vers 0 quand n tend vers +oo. Il est donc inférieur a $ a partir d’un certain rang.

On obtient la définition de la limite nulle de I,, en +oo.



