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Correction

" Prédire, c’est trés difficile,

surtoul s'il s’agit de Uavenir"

Adrien et Teddy

Exercice 1.

Cf. exercices de références.

Exercice 2.

Soient M;, Ms dans Ma(R) et A, p dans R :
SOAMy + . Mo) = (NMy+pMa) =28 (ONMy + . Ma) = (MM =20M)) + (. Mo =20 M) = Ap(My) + p.g(My)

Ainsi ¢ est une application linéaire dont les cspaces de départ et d’arrivée sont identiques. Clest done un
endomorphisme.

Soit A dans Ker(¢). Ainsi ¢(A) = A -2'A=0. On a alors :

A = 2'A=24(2'4) = 44

Ainsi A =0 et le noyau de ¢ est réduit a {0}, application ¢ est donc injective. De plus ¢ étant un endomorphisme
injectif de dimension finie, ¢ est automatiquement surjectif.

Déterminons les images des matrices élémentaires par ¢ :

o(En) = En-2'By = Ey-2B85 = -BEny
#(F12) = E;p-2'Ey = Eyp-2Fy
@(Ea1) = Ea-2'Ey = Eg -2Ep;
@(Ea) = Eap-2'Esy = Epp-2E; = -Ex

Ainsi la matrice de ¢ dans la base 3 est :

-1 0 0 0
. 0 1 -2 0
=1 0 2 1 o

o 0 0 -1

Calculons le polyndéme caractéristique :

X+1 0 0 0
) 0 X-1 2 0 , . _ _
X, = 0 9 X-1 o = (X+1)*((X-1)"-4) = (X+1)*(X-3)
0 0 0 X+1
Comme la multiplicité de la vp 3 est 1, on a automatiquement Mult(3) = dim(FE5) = 1. Déterminons la dimension
de E_q :
0O 0 0 0 1 0 0
0 -2 2 0 0 1 0
- - Teps
FE_1 = Ker 0 2 -2 0 = Vect ol 111 1o
0 0 0 0 0 0 1



On a bien Mult(-1) = dim(E_;) = 3. De plus le

polyndme caractéristique est scindé. D’aprés la premiére condition

de diagonalisation, I'endomorphisme ¢ est diagonalisable.

L’endomorphisme étant diagonalisable, d’aprés la 2éme CNS de diagonalisation, le polynéme spectral :

P

est un polyndéme annulateur.

On'a,:

Done F est bien un sev de M(R).

= (X+1)(X-3)

F = Ker(¢* - Id)

AeF «— gop(M) = M
= (M-2M)-2"(M-2'M) = M
= M-2M-2M+4M = M
= —4M+4M =0
= 'M=M
= MecS(R)

De plus comme dim(S(R)) = ”(L;U alors :

dim(F) = dim(S(R)) =

Exercice 3.

3

Déterminons le déterminant de la matrice associée a cette famille de vecteurs dans la base canonique :

1 0 1 0 1 0 2 0
0 1 0 1 01 0 2
det ([x1, 29,25, 24],) = 1 0 -1 ol=1100 0
0 1 0 -1 01 00

La derniére équation a ¢té obtenue grace aux opérations Cy « Cy + Cp et Cy « Cy + Cy . En développant suivant

les deux derniéres colonnes, on obtient alors :
0
1

1
det ([x1, 22,23, 24].) = f‘l‘ h

4+0

Le déterminant étant non nul, la famille 4 est done une base de R4,

Déterminons les images des vecteurs xy,...,24 :

falm) = =
falzz) = a2
fazs) = -z
falza) = -z

La famille 3 est donc une base de vecteurs propres pour f,. L'endomorphisme f, est donc diagonalisable, puisque

sa matrice dans la base 3 est diagonale.

Déterminons le polynome caractéristique de A :

X 0 -1 0 X 0 -1 0
.o |0 X 0 1) 0 X 0 -1
AT 11 0 X o0 | 2.1 0 0 0

0 -1 0 X 0 X?2-1 0 0



avec les opérations élémentaires Ly < L+ X Ly et Ly« Ly + X Lo . En développant suivant les deux derniéres
lignes, on obtient :

Xa = (@212 ) O ‘ - (X -1)%(X +1)?
Déterminons les sous-espaces propres :

1 0 -1 0 10 -1 0 1\ (0

o1 0 1| o1 0o 1| o [fof [r

Ev=Rel g 0 o | 7R g0 0 o |7 Vel ] o

0 -1 0 1 00 0 0 o/ 1

-1 0 -1 0 -1 0 -1 0 1

. 0 -1 0 -1 o 10 1] 0 1
B =Rerl g 0 o [ 78 0 0 0 o | TV 1] o
0 -1 0 -1 0 0 0 0 0] \-1

La multiplicité des 2 valeurs propres coincident avec la dimension des espaces propres et le polynéme caractéristique
est seindé. D'aprés la 1ére CNS de diagonalisation, la matrice est diagonalisable.

On a A = 1. Ainsi le polynome (X -1)(X +1) est un polynéme annulateur scindé a racines simples. D’aprés la
2¢me CNS de diagonalisation, la matrice A cst diagonalisable.

Si A n’a qu'une valeur propre, comme A est diagonalisable alors A est une homothétie, ce qui n’est pas le cas.
Ainsi A a an moins deux valeurs propres.

Comme P = (X - 1)(X +1) est un polynéme annulateur de A, on a :
Sp(A) ¢ Rac(P) = {-1,1}
Comme A a au moins deux valeurs propres d’aprés la question précédente, on a égalité et les valeurs propres de A

sont 1 et -1.

Exercice 4.




1.2. Pour calculer le spectre de A nous calculons son polynéme caractéristique Pa(X) = det (X3 — A)

X -1 1 1 X+1 1 1
det 1 X -1 1 = det X+1 X-—1 1
1 1 X1 CeCr+C+Cs X+1 1 X -1
X+1 1 1
R 0 X-2 1 =(X+1)(X—=2)°
N, 0 0 X-=2

Nous en déduisons que le spectre de A est {—1,2} dont les multiplicités respectives sont
m=1et m_,=2.

1
Le calcul des sous-espaces propres de A donne d'une part E_; (A) = Vect 1
1
1 1
et E» (A) = Vect -1].] 1 -Nousconcluonsque|AestdiagonaIisable.
0 -2
3. Si on note
-1 0 0
D= 0 20
0 0 2
Comme
1 00 -1 0 0 1 00
D’=10 4 0|=| 0 20|+2|0 10 |=D+1s
00 4 0o 0 2 001

Nous déduisons que I'on a | A2 = A+ 2/3 | vu que A est semblable & D.



Pour tout entier n > 2 si nous multiplions I'identité A2 =A+ 215 par A""! 3 gauche nous obtenons
la relation |A”+1 = A" 241 ‘ Le cas n = 1 découle directement de la question précédente.

4. Pour tout entier n > 0, on pose

ug Vg o Vi
Po={(0<k<n)=|Iu, v) €R? avec AX=| vk w w )
Vk VKo Uk

Nous établissons dans un premier temps cette formule par récurrence.
e | 2 relation Py est vraieen prenant up =letvp=1puisuy =1, vy = —1.
e Si on suppose que I'on a un entier n € N* tel que P, est vraie, alors Pn,1 I'est aussi. En effet,
pour tout entier k tel que 1 < k<np-+1,ona:

— Si k < n, cela decoule du fait que P, est vrai.
— Sik=n+1, cela découle du fait que I'on a A" = A" £ 24T car il vient que

Upn Vnp Vn Up—1 Vp—1 Vn-1 Up+2Up—1 Va+2vh—1 Vp+2vp—
Vi Up Vo | +2 | Va1 Upe1 Vo1 | = | Vat+2Vp—1 Up 4 2Up-1 VAt 2Vp—a
Vn Vn Up Va1 Vp—1 Up-—1 Vp+2Vh—1 Vo +2Vho1  Up+ 2051

est de la forme voulue en posant upp1 = up +2uy-1 et Vppp = Vp + 2vp-1.

En utilisant la question précédente et la propriété que P,, nous déduisons grace a la question 4
AL = AT L 2AY W e N

que I'on a pour tout n € N* ;

Upg1 = Up + 2|'Jn—1
Vat1l = Vo + 2Vh—1

5. Nous savons que les suites récurrentes linéaires a deux pas (X,)pen solutions de
Xnyo = Xpp1 +2X,, VneN

forment un sous-espace vectoriel de B™ de dimension deux dont une base est donnée par les suites
(2" pen et ((—1)")nen : nous pouvons donc en déduire qu'il existe quatre réels (a, 3,7,6) € R* tels
que pour tout ne N :

up =a2" +B(—-1)" et v, = 42" +4(-1)"

La prise en compte des conditions initiales g = w1 = 1 permet de conclure que

1
U, = = (2n+1 + (—1)")
3
alors que la contrainte vy =0, vy = —1 permet d'avoir :

=3 (-1 =2




Partie I

1. Si nous considérons la matrice M = [ ;:\2 ;2 ] sous nos hypothéses, nous observons que M est
inversible et que M~! = _ W Il s’ensuit que I'on a :
ITESN S :
Us —  (ua- )
A (ul— A)
= —— (-AA+ A
plp—=2) ( )
Comme enfin A* = X3U + ¢V, on a
3 A2 2 W 2 2
A? = Y (LA — A%) + m(—)\A-o-A )= (A4 u) A%+ (=) A

2. Nous venons de voir que nous avons la relation A(A— XM,) (A — ul,) = 0,. Cependant le reste
Rp de la division euclidienne de X* par X(X — X)(X — u) est de la forme

Rp=aX?+bX +c

avec les conditions

0 0 1 a 0
AN 1lx]|b|=|2W
o1 c P

qui s'obtiennent en prenat comme valeurs respectives pour X : 0, A et u toutes différentes.
On trouve ¢ = 0 et, sous nos hypotheses de travalil,

Ap—l _ u’p—l
a N —
b | =] ApP~t—xr 1y
c A— U

Ce qui nous permet d'avoir pour tout p > 1 :
}\p—l _ ,p—1 A p—1 _ Ap—l
—u‘ X A2 + M b4 A

-
A A— L A=

Et si nous substituons A2 par )\2U+,u2v et A par AU+ pV nous trouvons le résultat voulu comme
le montre un calcul direct.



3. a. Soit X € R" tel que f(X) = 0, en prenant la convention standard 0 = /dya, on a fP(X) =
fPHF(R) = FP~1(0) = 0. Nous en concluons que

IkerfC ker P, Vp € N*

b. C'est une conséquence de la question 2 et de I'isomorphisme d’espace vectoriels vu en premiére
année
Wep L(R") — Mu(R)

qui a un endomorphisme associe sa matrice dans la base canonique £f) de R" et du fait que ce
dernier soit aussi un morphisme d'algébre. Ainsi pour tout p € N” :

VZ € R, MufP (%) = (A + ) FP(R) - LX)

c. Si X € ker f?, on a deux cas de figures :

— Si p =1, le résultat désiré est immédiat.

— Si p > 2, notons pg > 1 le plus petit entier p > 1 tel que FP(X) = 0 : si on avait pg > 1,
du fait que I'on ait simultanément (%) = fP*1(%) = 0 d'aprés la question 3.a, nous
aurions une contradiction car la question précédente permet de dire que /\uf"”_l(i‘) =0
avec Au # 0. L'absurde vient d'avoir supposé que pg > 1.

Dans tous les cas, f(X) = 0. Nous en déduisons que

ker fP C ker f

d. Sion utilise les questions 3.a et 3.c, nous pouvons déduire que ker f = ker f” pour tout entier
p > 1: nous pouvons donc dire que dimker f = dim ker f” pour tout p € N* puisque R"” est
de dimension finie.

La formule du rang, donnant pour tout k € N, rg(A*) = dim Im(f¥) = n—dimker f¥, I'¢galité
que nous venons d'établir permet de conclure que rg(A)k = rg(A) pour tout k € N* ce qui
est le résultat désiré.

Partie Il

1. En toute rigueur, le produit V.U est un élément de M () qui peut &tre canoniquement identifié
a R. Dans le chapitre concernant les espaces euclidiens, nous avons vu que

n
tVU = Z U Vi
k=1

2. |l suffit d'effectuer le calcul matriciel en mettant en oeuvre |'associativité des opérations de mul-
tiplication en jeu. On a U.'V € M,(R) et

(UV)? = (UIV)(UV) = U('VU).TV = (TVU) xUV
—

keR




7.

Et comme A= al,+ U, ona

A2 = (%1, + 23UtV + k x UV) = 21, +(2a+ k) ULV = a°1,+(2a + k) (A—al,)
UV s =l = UV

Ainsi

A2 =2a4 kA+(—a®—ka)l,
—_— —_——
@ 8

On part du fait que U."V = (u; % v;)1<;j<n pour en déduire que :
e Sil<i<n a;=a+uy
eSil<i<netl<j<naveci#J,,ajj= Uy

n

n
Comme tr(A) = Za,-‘;- =nxa+ Z u;v;, on obtient
i=1 i=1

|trA=na+tV.U=na+k‘

Onavuquea=2a+kon trouve‘a =trA— (n—2)a‘etﬁ = —a® — ka donne
B=—a>—a(trA—na)=—a(trA—(n—1)a) ‘
. Si A € C est une valeur propre de A, nous savons qu'il existe un vecteur X € M, 1(C) non nul

tel que A.X = AX. On a donc

A2 X =AAX =AXX = MAX = X2X

donc |si A € C est une valeur propre de A alors X? est une valeur propre de A2 ‘
Si désormais A € C est une valeur propre de A, on a vu qu'il existe un vecteur X € M, 1(C) non
nul tel que A.X = AX. On a donc A>.X = A AX = AXX = AA.X = X%X et finalement

XX = (ar+B) X

puisque X est un vecteur non nul, les valeurs propres complexes A de A vérifient

132 —ax— =0

Si on considére I'équation X% —aX - B = 0, nous savons qu'elle est égal a
X2 —(trA—(n—2)a)X + a(trA—(n—1)a) =0

ce qui donne
(X—a)x(X—trA+(n—1)a)=0

c'est-a-dire que ‘ les deux valeurs propres possibles de A sont a et trA— (n—1)a. |

a. La condition trUtV # 0 permet de dire que trA # tr(al,) ou encore trA # na. Sous cette
hypothése, nous considérons deux cas possibles :
e Sil'une ou l'autre des deux valeurs candidates a étre dans le spectre de A ne s'y trouve
pas, il s'ensuit que I'espace E; associé est réduit a {0, 1} donc le résultat est trivialement
vral.



o Si au contraire, les deux valeurs propres de A sont exactement les deux racines précédem-
ment trouvées, nous avons deux sous-espaces propres de A associés a des valeurs propres
distinctes - car trA # na - d'aprés le cours, ces sous-espaces sont en somme directe et
leur intersection se réduit au sous-espace nul.

7.b Analyse : si on avait une telle décomposition X = X; + X5, nous aurions
AX =aX; + (trA—(n—1)a)X,

il en découlerait que A.X — aX = (trA — na) Xs et comme trA # na, nous aurions

1

Xo= ——r
27 trA—na

(AX — aX) et X; = ~((trA— (n—1)a)X — AX)

trA—n
Synthése : si nous prenons les deux valeurs définies ci-dessus

1

Xo = trA — na

(AX —aX) et X1 = p ((trA—(n—1)a)X — A.X)

trA—n
On vérifie que I'on a :
e X =X+ X5

. AXQZ !

trA — na
s (TrA= (n=2)a)AX + (=a(trA— (n - 1)a)X — aAX) =
(trA—(n—1)a)

1
m((trﬁt—{n—1)3)A.X+(—a(trA—(n— la)X) = P

=(trA—(n—1)a)Xs
e Calcul trés similaire pour valider que AX1 = aXj.
Sous I'hypothése tr(U'V) # 0, on a | El + E; =M, 1(R) ‘

(A2.X —aA.X) = (@AX + BX — aA.X) =

trA— na

(AX — aX)

7.c A la question 7.a, nous avons établit que E; M E> est I'espace nul : nous pouvons donc en
déduire que

Mn.l(R) =E18E

Pour en déduire que A est diagonalisable, nous prenons une base g1 de Eq et une base &> de
E>. La famille €1 U ex est une base de M, 1(R) car ces espaces sont supplémentaires. Si P
est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de cette famille, nous aurons P € GI,(R) et
A.P = P.D ou D est une matrice diagonale. Nous en déduisons que | A est diagonalisable |

8. Pour le voir prendre

1 -1
uU=|(1|,v=|-11|,a=2
1 -1



