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Correction

Exercice 1-2.

Cf. cours.

Exercice 3.

Pour A, i dans R et P, @ dans R,[X], on a :

GNP +pQ) = (AP+pQ)" +m(AP+pQ) = MP'+mP)+p(Q +mQ) = Ap(P)+pup(Q)

Soit P dans Ker(¢), on a donc :
PeKer(¢p) = P +mP=0 = P =-mP = deg(P’)=deg(P)

ce qui n’est réalisé que si P est nul. Le noyau de ¢ est donc réduit a {0}, 'application ¢ est donc injective. De plus
les espaces de départ et d’arrivée sont de méme dimension finie, I’application devient automatiquement bijective.

D’aprés la question précédente P a un antécédent par ¢ de méme degré ; notons-le par (). On a donc :
P(z)e™ = ¢(Q)(z)e™ = (Q'(z) +mQ(x))e™ = (Q(z)e™)’
On cherche une primitive de f(z) = 2°e® de la forme g(z) = (az® + ba* + cx3 + dz? + ex + f)e®. L’équation ¢’ = f

devient donc :
az® + (b+5a)z* + (c+4b)z® + (d+3¢)z® + (e + 2d)x + (f + €))e” = z°e®

En simplifiant par % et en identifiant on trouve; g(z) = 2% — 5z* + 2023 — 6022 + 1202 — 120. Ainsi :

/Olf(m)dx = [g(x)]s = 1-5+20-60+120 = 76

Exercice 4.

z /

z
x x’ A+ px’ 2(Ax+ px’) - Ay + py') 2r -y 22" -y
fIXlyl+up |y = flr y+uy' ] = | Quy+py)+2Mz+p2") | = A|y+22+up |y +22

z z Az +pz Az +pux') + (A\z + p2') T+ 2z '+ 2

x x!
Soient A et p dans R et y) et y') dans R3 :

Ainsi f est bien une application linéaire. De plus, les espaces de départ et d’arrivée sont identiques. L’application
f est donc un endomorphisme de R3.



Déterminons le noyau de ¢ :

z 20 -y 0 2p=y=-22 z -1
yleKer(¢) <= |y+2z| = |0] = y=-2z — |yl=2]-2
z TH+Z 0 Tr=-z z 1
-1
Ainsi la famille | | -2 | | est une base de Ker(f).
1

Comme 'image d’une base de R® engendre Im(f), on a :

1 0 0 2 -1 0 2 -1
Im(f) = Vect| f1O], fl1], f|O = Vect||O],| 11,12 = Vect||O0],] 1
0 0 1 1 0 1 1 0

La derniére égalité est obtenue en remarquant que le 3éme vecteur est égal a la somme du premier et de 2 fois le
second. De plus, les deux vecteurs restant sont libres car ce sont deux vecteurs non colinéaires. Ainsi une base de

(00

Montrons tout d’abord que H nKer(f) = {0} :

. 20 -y =0 -y=0 =0
¢ HKer(f) <« y+22=0 — y+22=0 _0
y © x+2=0 z2=0 y=
z z=0
37:0 l‘:o

De plus, comme dim(H) =2, on a :
dim (H @ Ker(f)) = dim(H) +dim(Ker(f)) = 2+1 = 3 = dim(R®)

De plus, comme H & Ker(f) c dim(R?), on a donc égalité. Les sev H et Ker(f) sont alors supplémentaires.

Probléme.

Soient P, @ dans R[X] et A, u dans R.

BOP4Q) = S[(APHuQ) (X +1)+ (WP +uQ)(X)] = S[PCC+1)+POO ]+ [QUX 1) +Q(X)] = Ad(P)+0(Q)

Ainsi ¢ est une application linéaire. Les espaces de départ et d’arrivée étant identiques, c’est un endomorphisme.

En développant & I'aide du binéme de Newton, on trouve :

1 1 k . ) k-1 /. )
S(XF) = [(X+1)F+XF] = Z(Z)X’+X’“ = xXF4 Y (Z)Xl
2 2|3 \k = \k
Ainsi le terme dominant de ¢(X*) est X*.
D’aprés la question Q2, le degré de Qp est k. Ainsi, la famille (Qo,...,Q,) est une famille de vecteurs non

nuls, échelonnée en degré, elle est donc libre. De plus, elle présente n + 1 = dim(R,,[X]) vecteurs, c’est donc
automatiquement une base de R,,[ X].

Tout d’abord, I’application ¢,, est bien linéaire puisqu’il s’agit de la restriction de I’application linéaire ¢. De plus,
Papplication ¢,, transforme la base canonique en une base : la base (Qo, ..., Qn) (cf Q3). Elle est donc bijective.



Comme ¢ est un endomorphisme d’aprés la question 1, il suffit de montrer que ¢ est bijective.

Injectivité : soit P dans Ker(¢), on a alors ¢(P) = 0. Supposons P non nul et notons n = deg(P). On a alors
¢n(P) =0 et comme ¢, est injective, on a encore P = 0. Absurde. Ainsi ¢ est injective.

Surjectivité : considérons @ dans R[X]. Choisissons n dans N tel que n > deg(P). Comme ¢,, est surjective,
il existe P dans R[X] tel que ¢,(P) = Q. Enfin comme ¢, (P) = ¢(P), le polynome @ a un antécédent et
Papplication ¢ est surjective.

m Tout d’abord :

o) = Fa+D) -1
Sh - Ly C xeexe
p(X3) = i((X+1)3+X3) - XPa3X2h Xl
2 2 2 2
Ainsi la matrice de ¢3 dans la base canonique est :
2 1 1 1
110 2 2 3
210 0 2 3
0 0 0 2

n

X
L’application ¢ étant bijective, il existe un unique antécédent du polynome — On note ce polynéme FE,.
n!

e Comme ¢(1)=¢(Ey) =1, et que ¢ est injective, on a Ey = 1.

e En substituant 0 & X dans E,(X + 1)+ E,(X) = 22 | on trouve E, (1) + E,(0)=0.

n!

e En dérivant la méme expression, on trouve :

2Xn—1

E(X+1)+E/(X)= i1l

Ainsi, on a : ¢(E)) = ¢(Ep-1) = % Par injectivité de ¢, on trouve E = E,,_1.

Ezistence : vérifions que
X 1 1
P(x)- [TQwa-3 [ Qwa
0 0

est solution du systéme. Comme P est continue, on peut utiliser le théoréme fondamental de ’analyse. On obtient
P'=Q. De plus :

P(0) + P(1) = /(;OQ(t)dt—% /OlQ(t)dtJrfOlQ(t)dt—% /OIQ(t)dt -0

Unicité : Soient P et Py des solutions du systéme. Notons P = Py — P,. Tout d’abord P’ = P{ - Pj=Q - Q =0,
donc il existe une constante ¢ tel que P = ¢. Enfin :

2¢ = P(0)+P(1) = (P1(0)+Pi(1)) - (P2(0) + P»(1)) = 0
On a donc bien P=0 et P, = P5.

D’aprés Q8, on a pour tout n de N :

E;L =FEn
B (0) + En(1) =0



Ainsi d’aprés Q9, on a :

En(X):fOXEn_l(t) dt—% folEn_l(t) dt

Ainsi :
Ey = 1
X 1 1 1
B = f 1(t)dt—§/ 1dt - X-:
0 0
X 1 1 [t 1 X2 X\ 1/1 1 X2 X
B [eaecl e o (RX)Ldly L Xy
0 2 2 Jo 2 2 2] 2\2 2 2 2
X (2 ¢ 1 (2 ¢t X3 X%\ 1/1 1 X2 X2 1
S L P Y A P ) I I e e
o \2 2 2Jo \2 2 6 4 2\6 4 6 4 24

Calculons ¢(F},) :
¢(Fn) =

= S(ED"E( - (X + 1)+ (-1)"En(1 - X))
= ‘;)n (En(-X)+ E,(1-X))

= (-1D"¢(En)(-X)

_ (_1)n (_i)n

xn '

nl

On a donc ¢(F,) = ¢(E,). Par injectivité de ¢, on obtient F, = F,,, c’est-a-dire :

(Fo(X +1) + F (X))

AN | O |

Ba(1-X) = (<1)"En(X)

e En prenant n = 2p et en substituant 0 & X dans ’équation trouvée de la question Q11, on obtient :

Eop(1) = E3(0)
De plus, d’apres la question Q8, on a : Eg,(1) + E2,(0) = 0. Ainsi E5,(1) = E5,(0) =0

e En prenant n = 2p -1 et en substituant cette fois % a X dans I’équation trouvée de la question Q11, on a :

1 1
E2p71(§) = —Eyp 1 (5)

On a donc bien Es,_q (%) =0.

En utilisant que E;, = E,_1 et la question @12, on montre facilement par récurrence sur n que les tableaux de
variations de F,, sont de la forme suivante :

z [0 3 1 z |0 3 1
E’:L + - E’:L + —
0 0
E, d N E, N b
0 0
k=0 k=2
z |0 3 1 z |0 z 1
7 2
E + — E’ + —
7 N
En 0 E, 0
7 N
k=1 k=3



