Suites et séries de fonctions. PSI

Chapitre 6

Contexte. Dans tout le chapitre, K désigne R ou C, I est un intervalle de R et (f,,) est une suite de fonctions de I
dans K.

I. Modes de convergence.

1.1. A propos de la norme infinie.

Définition. Soit f dans F(I,R) et A c I. On note :

I/le = Sup |f(2)]
xeA

A R
Comme le sup n’est pas toujours fini, || f|., peut éventuellement valoir +co. C’est donc un élément de R* = R* u {+o0}.
S’il n’y a pas d’ambiguité sur A, on notera simplement | f|,.

Remarques. Soit I un intervalle de R. On rappelle que :

L. ] est une norme sur Cpp,([a,b],R).
2. ||, est une norme sur B(I,R), 'espace vectoriel des fonctions bornées de I dans R.
3. || n’est pas une norme sur C(I,R) ou sur Cpy,(I,R) car les fonctions ne sont pas forcément bornées et la

norme infinie peut valoir +oo.

Propriétés. Les propriétés ressemblent & celle d’une norme :
L [ f+3le < [floo +lgllc pour toutes fonctions f et g.
2. |[Afleo = |AIlf]eo pour toute fonction f et tout réel A non nul.
3. Si ||f]le =0 alors f=0 sur A.

La grosse différence avec une norme est que ces égalités/inégalité sont & prendre dans R.
Définition. Soit (f,) une suite de fonctions et I dans R, alors | f,[. — [ signifie que :
n—+oo

VeeR}, IN €N, ¥neN, ‘anHoo —l‘ <e

C’est la méme definition que les suites dans R. En d’autres termes || f, | est finie & partir d’un certain rang et que la
suite de réels | fn|leo & partir de ce rang tend vers 0.



1.2. Convergence simple, convergence uniforme.

Définitions. Soient f,, et f dans F(I,R) avec I un intervalle de R.

1. La suite (f,) converge simplement vers f (on note f, ——— f) ssi :

Veel, fu(z) — f(x)
n—+oo

CuU

2. La suite (f,,) converge uniformément vers f (on note f, ——— f) ssi:
[fn=Ffloe — 0
n—>+o00

3. La suite (f,) converge uniformément sur tout segment vers f (on note f,, ——— f) ssi (f,) converge unifor-

mément vers f sur tout segment [a,b] de T o

Remarques.

1. Coin de culture : la convergence simple ne provient d’aucune norme (ni d’une distance), c¢’est-a-dire qu'’il n’existe

pas de norme N telle que :
Cs

n—too n—>too

2. La notion de CUS n’a pas d’intérét si I est un segment puisque dans ces cas la, elle est équivalente a la notion de
CU. De plus, la notation CUS n’est pas standard. Il faut rappeler sa signification dans les copies.

3. Il y a bien stir d’autres types de convergence. La convergence avec la norme |.[; ou avec la nome |..|, par
exemple. Nous n’en parlerons pas ici.

Propriétés - traduction epsilonnesque.@

fo———w f  «— Vazel, Ve>0,3NeN,Vn>N, |fo(z)-f(z)<e

fo ———> f =  Ve>0,INeN,Vn>N, Vael, |folz)-f(z) <e

Ainsi, dans la cas de la convergence uniforme, le NV choisi doit convenir a tous les x de I. Dans la convergence simple,
on choisit un N pour chaque z.



Vision géométrique de la convergence uniforme.

f+e
f?l
f
€
f-¢

La suite (f,,) converge uniformément vers f, si et seulement si, pour tout € strictement positif, les graphes des fonctions

fn sont entre les 2 courbes noires APCR.

1.3. Relations entre les types de convergence.

Théoréme.

Contre-exemple 1. Il peut y avoir convergence simple et pas convergence uniforme (ni uniformément sur tout
segment) comme le montre I’exemple suivant. Considérons la suite de fonction (f,,) définie sur R* par :

RN

1
n

La suite (f,,) convergence simplement vers la fonction nulle mais ne converge pas ni uniformément ni uniformément sur

tout segment.

Contre-exemple 2. 1l peut y avoir convergence uniforme sur tout segment et pas convergence uniforme. Par
exemple si les fonctions du contre exemple précédent sont définies sur R}, on a convergence uniforme sur tout segment,

mais toujours pas convergence uniforme.



1.4. Exemples et plan d’étude pour les suites de fonctions.

Comment étudier un suite de fonctions (f,) ?

El. Pour chaque z de I, on cherche lim f,(z). On en déduit la limite simple f éventuelle.
n—+oo

E2. On étudie la fonction f,(z) - f(x).
— S’il existe une suite () tendant vers 0 vérifiant :

Veel, |fu(z) - f(2)| < an

alors il y a convergence uniforme (souvent a,, = Sup|f,(z)— f(z)| et est obtenu par une étude de fonction)
— ¢’il existe une suite (z,,) de I vérifiant :

dim | fu(wn) = f()] = 0

alors il n’y a pas convergence uniforme. En général x,, est 'abscisse du point ot il y a un le maximum de
la fonction |f,(z) - f(x)|.
Si 'on désire la CUS, on remplace I par un segment quelconque de I.

Exercice.@ Etudier la convergence des suites de fonctions suivantes :

1. fo(z)=2" sur[0,1] 2. fo(z)=2" sur[0,1] 3. fo(x) = xfn sur R*
_nx . _on(a®-4) .
4. fu(z) = nz SUT R* 5. fu(z) = T+n@+2) sur [-2;2]

1.5. Séries de fonctions.

Remarques préliminaires. Comme une série est une suite particuliére, il y a encore les trois types de convergence
vus précédemment. Cependant :

1. Les limites des séries sont souvent plus difficiles & déterminer que les limites de suites. On se contente donc
souvent de donner le type de convergence sans préciser la limite. La limite d’une série de fonctions Y. f,, est alors

+00
notée Z fn-
k=0
2. Ainsi 'expression S — S, lorsque (S,) = ¥ f, est une série de fonctions peut étre remplacée par le reste de la
série :

+00
R, (r)= Z Jr ()
k=n+1
3. Tl existe un 4™ type de convergence : la convergence normale. On pourra commencer par étudier la convergence
normale ou simple. Par contre il faudra quand méme toujours étudier la convergence simple avant la convergence
uniforme pour avoir I'existence du reste.



Définitions.

1. Reformulation des 3 modes de convergence déja vus :

e Y ft CS <= Vazel, ) f,(z) converge

Oka CU «— Rn—>CU 0

n—+oo

. ka CUS <= R, ——— 0 sur tout segement de [

n—+oo

2. un autre mode de convergence : la convergence normale :

e > [ CN <= > | fu]e converge
k=0

Propriétés.
L. YHRCU =  f,———0

n—+oco

2. Y /HON — Y HROU — Y /RCUS — S fHCS

Méthode. La contraposée du premier point peut permettre de montrer qu'une série de fonctions ne converge pas
uniformément : il suffit donc de montrer que (f,,) ne converge pas uniformément vers 0. Par exemple, la série 3" =" ne
converge pas uniformément sur [0, 1[, car (z™) ne converge pas uniformément vers 0 sur [0, 1[.

Contre-exemple. Il peut y avoir convergence uniforme et pas convergence normale comme le montre I’exemple
suivant. Considérons la suite de fonction (f,) définie sur R* par :

S|=

1 1

n+1 n

La série Y. f, converge uniformément mais pas normalement.

1.6. Exemples et plan d’étude pour les séries de fonctions.

Remarques. La méthode est la méme que celle pour les suites mise & part :
1. que pour la CU, on montre que le reste tend uniformément vers 0,

2. qu'il faut étudier aussi étudier la CN. Pour cela il faut étudier la convergence de la série Y | fr | oo

Exercice.? Etudier les séries de fonctions de terme général f,, définie par :
(_ i + "
1. fu(z) = sur R 2. fo(z)=— sur R
x+k n!

3. fu(z)=2"(1-2) sur [0,1] 4. fo(x) = ﬁ sur ]0,+oo[



Exercice.” Considérons f,, la fonction de R* définie par le graphe suivant :

fn

1 1
n--z n n+ =3
1. Montrer que la série Y. f,, converge simplement. On ne cherchera pas a exprimer sa limite f.
2. Montrer qu’il n’y a pas CU.

3. Montrer que f est intégrable et pourtant f(x) ne tend pas ver 0 en +oo.

1.7. Stabilité par combinaison linéaire, produit de fonctions bornées.

Théoréme. Soient A, u dans K et (Sy,), (T5,) des suites ou des séries de fonctions de I dans K, alors :

Sn CS S s
p e = ASwerpTn o ASe T

On peut remplacer CS par CUS, CU, CN et le théoreme reste vrai.

Théoréme.? Soient (Sn), (Ty,) des suites ou des séries de fonctions de I dans K, alors :

S, ——— 8 os
1. nsteo = ST, ST

Tn n_(:io T n—+oo
Sn ™ S
2.{ 1, ——-> T — S, T, —— ST

n—+oo n—+oo

S, T bornées

Exercice. Considérons la suite de fonctions f,(z) =z ++ définies sur R.
n
1. Montrer que (f,) converge uniformément sur R vers une fonction f que 'on déterminera.
2. Montrer que (f2) ne converge pas uniformément vers f2 sur R.

3. En déduire que le produit de suites de fonctions qui convergent uniformément, ne converge pas uniformément en
général.




IT. Propriétés conservées ou non par CS/CU.

Une propriété P est conservée par CS (resp. CUS/CU/CN) si et seulement si pour toute suite de fonction (f,), on a :

fo e f
"oneree = [ ala propriété P
Chaque f, a la propriété P

I1.1. Conservation de ’ordre.

Théoréme.™ Soient (fn) et (gn) des suites de fonctions convergent simplement vers f et g alors :
VneN, fu<g., = f<yg

Il en est donc de méme si la convergence est une CUS, CU, CN.

Conséquences. La CS (et donc la CUS/CU/CN) conserve toutes les notions définies par une égalité ou une
inégalité. Par exemple, elle conserve :

1. la parité,

la périodicité (avec une période commune pour toutes les fonctions de la suite),
la positivité,

la monotonie,

les fonctions A-lipschitzienne (avec un A commun pour toutes les fonctions de la suite),

A

les applications linéaires.

Exercice - limite de fonctions lipschitziennes. Soit f, une application de R qui soit A, lipschitzienne
et telle que f, nfi, f.

1. Supposons dans cette question que I = R* et que :

fn(x):\/w+%

Montrer que f,, converge uniformément vers la fonction racine.

2. En déduire que la limite uniforme (donc simple aussi) de fonctions lipschitziennes n’est pas forcément lipschitzienne.

3. Montrer que si la suite (), ) est bornée alors f est lipschitzienne.

Exercice - limite de fonctions bornées.2?

vers f.

Soit (f,,) une suite d’applications bornées qui converge simplement

1. Montrer que f peut ne pas étre bornée.
2. Montrer que s’il existe une méme constante M qui majore tous les f,, alors f est bornée

3. Montrer que si f, — . f alors f est bornée.

n—+oco



IT1.2. Non conservation de ’injectivité et de la surjectivité.

Exercice.” Soient n dans N « {0;1} et fn, gn les fonctions de R dans R définies par :

T+ % si <0 1
fo(z) = {1 si =0 gn(x) = — arctan(x)
T - % si x>0 n

1. Tracer les fonctions f, et g,. Sont-elles injectives ? Surjectives 7
2. Montrer que f, et g, convergent uniformément vers des fonctions f et g que l'on précisera. Les applications f et
g sont-elles injectives ? surjectives 7

3. En déduire I'injectivité et la surjectivité ne sont pas conservées par CS ou CU.

I1.3. Conservation de continuité par CU.

Théoréme.™
Ccus
fn n—too f .
= f continue sur [
fn continues sur

Remarques.
1. Comme le montre I'exemple la suite f,(x) = ™ définie sur [0,1], la convergence simple ne conserve pas la

continuité.

2. On remarque que si
CSs

fn n—+oo f
fn continues sur I pour tout n de N
f non continue sur

la convergence ne peut pas étre uniforme. C’est un moyen simple et efficace de montrer qu’il n’y a pas convergence

uniforme.

L] . ’ . . 7 . —_ 2
Exercice.”” Considérons la suite de fonctions (fn) définies sur R par f,(x) = ™% . Montrer que (f,) converge
simplement vers une application f que I’on déterminera puis montrer que la convergence n’est pas uniforme.

IT.4. Non conservation de la dérivabilité.

Exercice.™ Posons fal@) =/22+ &

1. Montrer que (f,) converge uniformément vers une application f que 'on déterminera.

2. En déduire que la dérivabilité n’est pas conservée par CS/CU/CUS



I1.5. Polynomes.

Exercice. Soit (P,) une suite de polyndmes définis sur R.

1.
2.

Montrer que si I'on n’a que P,
Ccu

f sur R, on peut tres bien avoir f non polynéme.

n—+oco

Montrer que si P, f sur R alors f est un polyndéme.

n—+oco

Indice : on pourra montrer qu’a partir d'un certain rang N, P, — Py € R.

%» f et que la suite de polyndmes soit une suite de R,,[X] avec m dans N. Montrer

n—+

Supposons a présent P,
que f est un polynome.

Théoréme - Bernstein-Weierstrass.? Toute fonction continue sur un segment est limite uniforme d’une
suite de polynomes.

I1.6. Résumé.

Résumé des propriétés conservées ou non. Déterminer si les propriétés suivantes sont conservées par CS,
CUS ou par CU.

Propriété conservée par cS|CcUSs | CcU
1.  Positivité Oui | Oui | Oui
2. Injectivité Non | Non | Non
3. Surjectivité Non | Non | Non
4.  Continuité Non | Oui | Oui
5. Dérivabilité Non | Non | Non
6. Etre bornée Non | Non | Oui
7. Btre bornée de maniére uniforme” | Oui | Oui | Oui
8. Etre lipschitzienne Non | Non | Non
9.  Etre A\-lipschitzienne Oui | Oui | Oui
10. Etre une application linéaire Oui | Oui | Oui
11. Etre un polynéme sur un segment | Non | Non | Non
12. Etre un polynéme sur R Non | Non | Oui

(*) bornée de manieére uniforme signifie qu’il existe un M qui borne tous les f,, c’est-a-dire : IM e R, Vn e N, |f,| < M




III. Interversion de limites.

ITI.1. Interversion limite-intégrale.

Théoréme.2 Soit (fn) une suite de fonctions continues définies sur le segment [a,b].

b b b
cu . .
fn T otoo f - lim fn = f lim fn = f f
n—+oo a a MN—>+oo a

[22]

Remarques.

1. On suppose les fonctions f,, continues pour avoir automatiquement f continue grace au théoréme de conservation

S e b N . .
de la continuité par CU. On est ainsi stir que [, f a un sens. On peut trés bien supposer les f,, juste continues
par morceaux, mais dans ce cas il faut :

e Soit améliorer notre construction de l'intégrale pour donner un sens aux intégrales des limites des fonctions
continues par morceaux (cad les fonctions réglées). Ca existe, mais c’est hors programme.

e Soit remplacer I’hypothese f,, continues par f,, continues par morceaux et f continue par morceaux.
Le programme propose le théoréme qui est dans ’encadré.

2. Le théoreme est faux si 'intégrale n’est pas sur un segment. Prendre

%L si xel0,n]
fn(fc)—{o _

si xe[n,+oo]

3. Le théoreme est faux s’il n’y a pas convergence uniforme. Prendre pour n > 2 la suite de fonctions (f,,) définie sur

R* par :
n2x si we [0;%]
fo(z) =1 2n-nz si me[%,%]

4. Reformulation dans le cadre des séries de fonctions. Le théoréme est alors appelé intégration termes a termes. Soit
(fn) une suite de fonctions continues définies sur le segment [a,b] telle que la série Y. f,, converge uniformément

alors
b +oo +o00 b
a n=0 n=0~2

Exercice - théoréme des moments.? Soit f une fonction continue sur [a,b] vérifiant :
b
VP e R[X], f FOP)dt = 0

b
1. Montrer en utilisant le théoreme de Bernstein que : / f2=0.
a

2. En déduire que R[X]* = {0} dans l’espace pré-hilbertien C([a,b],R)

10



Exercice.?

1. Soient n et p dans N. Montrer que 'intégrale suivante est convergente, puis la calculer :
1
I, = [ 2P In"(x)dx
0

2. Pour tout n de N*, notons f, I'application de [0,1] dans R définie par :

2"In"(z) siz>0
Fulx) = { 0 siz=0
On note également fo = 1. Montrer que pour tout n de N, 'application f,, est continue et bornée.

3. Pour tout z de [0,1], notons :

f(J?) _ = (_l)nfn('r)

n=0 n!
Montrer que la convergence définissant f est uniforme.

4. En déduire que :

IT1.2. Interversion limite-dérivabilité.

Rappel. La dérivabilité n’est pas conservée par CS/CU/CUS/CN.

Théoréme de dérivation des suites de fonctions.™ Soit (f,) une suite de fonctions C! sur I telle
que :

— festCletf =y

’ cus
n nore 9

CS
{fnﬁf

De plus la convergence de f, vers f est uniforme sur tout segment.

Théoréme C? des suites de fonctions.” Soit (f) une suite de fonctions C? sur I qui converge simplement
vers f et telle que :

CS pour k < p

- est CP et fP) = lim fP
CuUs d d T=>+oo /

®
{ 7(Lp)

De plus la convergence de (f,,) vers f est uniforme sur tout segment.

11



Remarque. S’il s’agit d'une série de fonctions, les théorémes s’appellent théorémes de dérivation termes a termes et
s’énoncent ainsi (avec la méme régularité que des fonctions (f,,) des théorémes précédents :

an CS +00 ' teo
— Y feest C1 et (ka) => fr
Zf{l CUS k=0 k=0
et
SR cs pour k < p too too \®) oo
= > frest CP et (Z fk) = Zf,gp)
S @ cus k=0 k=0 k=0
Exercice.Z Montrer que la fonction :

f@) = ¥ 20

n=0

est dérivable sur R. Déterminer f’.

I11.3. Interversion limite-limite.

Théoréeme de la double limite.”

extrémité de I. Si

Soit (fn) une suite (ou une série) de fonctions de I dans K et a une

o !
n n—+oo
— lim 1, et lim f(z) existent et sont égales.
fn(T) — ln n—>+00 T—a
r—a

On peut résumer la situation sur le schéma suivant :

\ - s
Hypotheses I o a n .

cu L ine 4o

Y
S .
o THa
Sous forme condensée, on peut écrire :
lim lim f,(z) = lim lim f,(x)
r—>a n—>+oo n—+oco r—a

12



Exercice.Z Montrer que :

+oo (1 k-1
SEDT )
=1k

1. En utilisant le théoréme de la double limite et que sur ]0,1] :

+oo (_ k—lxk:
In(1+z) = Z( D)

k=1 k

n
2. Sans utiliser le théoréme de la double limite et en intégrant la somme Y (-z)".
k=0

13



IV. Application aux fonctions définies par une série.

IV.1. Comment étudier de telles fonctions ?

Méthode. Soit f une fonction définie par :

f(@) = +z°;fn<x>

e Domaine de définition. Pour montrer que f est définie sur I, on montre que :

x est dans le domaine des f,
Vrel,
> fn(x) converge

e Continuité de f. Pour montrer que f est continue sur I, on applique le théoréme de conservation de la continuité
par CUS en montrant que :
{ tous les f,, sont continues sur [

an CUS sur

e Dérivabilité f. Pour montrer que f est dérivable sur I, on applique le théoreme de dérivation sous le signe somme
en montrant que :
tous les f,, sont dérivables sur 1

S f CSsur
S L CUS sur I

e Classe C* de f. Pour montrer que f est de classe C* sur I, on montre que f est C? grace au théoreme de dérivation
CP que nous rappelons :
tous les f, sont CP sur I

5 £ ¢S pour k < p — > fnestCP
X £ CcUs

14



IV.2. Exemples.

Exercice.”™ Pour tout z de R*, on pose

%z
@ = Y s

1. Montrer que f est définie sur R}, puis qu’elle est continue.
1 2
2. En utilisant le théoréme de la double limite, montrer que : f(z) = — + %x + o(x).
x
T

3. En utilisant le théoréme de comparaison série-intégrale, montrer que : lim f(x) = 3
Ir—>+o00

Exercice - fonction Zéta de Riemann. = Notons ¢ la fonction de ]1;+oo[ dans R définie par :

Montrer que ¢ est continue sur I.

In?

n,ﬁ”) converge uniformément sur tout segment de I.

Montrer que pour tout p de N, la série ),
Montrer que ¢ est C* sur I. Que vaut C(p) pour p dans N7

- W o

Montrer a ’aide du théoréeme de la double limite que :

() -1 ~ -

+oo QT

15



