Rappels et compléments d’algebre linéaire. PSI

Chapitre 2

I. Rappels sur les polynémes

I1.1. Degré et valuation

Définition - degré et de la valuation. Soit P = (a,,) dans K[X].

1. Si P est non nul, on définit :
deg(P)=Mazx{neN/a, #0} val(P) = Min{neN/a, 0}

2. deg(0) = —oo et val(0) = +oo.

Théoréme.™ Soit P et @ deux polynoémes, on a alors :
1. deg(P + Q) < Max(deg(P),deg(Q)). Il y a égalité par exemple si deg(P) # deg(Q).
2. val(P + Q) > Min(val(P),val(Q)). Il y a égalité par exemple si val(P) # val(Q).
3. deg(P x Q) = deg(P) +deg(Q).
4. val(P x Q) = val(P) +val(Q).

Critéres de liberté.2 Une famille de polynémes est dite échelonnée en degré (resp. en valuation) si et seulement
les degrés (resp. les valuations) des polyndémes sont différents.

1. Montrer que toute famille échelonnée en degré de polynémes non nuls est libre.

2. Montrer que toute famille échelonnée en valuation de polynémes non nuls est libre.

Exercice.” Soit n dans N. Pour tout & de [[0,n]], on pose :
Py = (X+1)F Qw=XF1-x)""

1. Montrer que les familles (Py, P1,...,P,) et (Qo,Q1,...,Qn) sont des bases de R,[X].

2. Pour tout k de [[0,n]], déterminer les coordonnées de X* dans ces bases.

1.2. Racines et degré. Comment montrer qu’un polynéme est nul ?

Théoréme.?

1. Un polyndéme non nul de K[X] a au plus deg(P) racines dans K comptées avec leur multiplicité.
2. Un polynoéme P de K, [X] qui admet au moins (n + 1) racines distinctes dans K est nul.

3. Un polynome de K[X] qui admet une infinité de racines dans K est nul.



Méthodes.™ Soit P et Q dans K[X]

1. Pour montrer qu’un polyndme P est nul, on montre que P a plus de racines que son degré si on connait deg(P),
sinon on montre qu’il a une infinité de racines.

2. Pour montrer que 2 polynomes sont égaux, on montre que leur différence est nulle avec la méthode précédente.

Exercice.@ Soient ayg, ..., a, des réels distincts. Montrer que I'application ¢ définie de R,,[X] dans R par :
¢(P) = 3 |P(ar)l

k=0

est une norme.

1.3. Polynomes irréductibles.

Outil important. Soit P € R[X]. Si z est une racine d’ordre r de P, il en est de méme pour Z.

Théoréme fondamental de 1’algébre (D’Alembert-Gauss). Tout polynéme non constant de

C[X] a au moins une racine. On dit que C est algébriquement clos.

Conséquences.@

1. Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.

2. Tout polyndéme est scindable sur C et admet donc exactement autant de racines comptées avec leur multiplicité
que son degré.

3. Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polyndmes de degré 1 et les polyndomes de degré 2 ayant un A
strictement négatif.

Méthode. Comment écrire un polynéme en produit de polynémes irréductibles sur R ?
1. On cherche les racines sur C, on en déduit une décomposition dans C[X].

2. On regroupe les racines conjuguées pour faire un polynoéme de R[X].

Exercice.™” Décomposer X + 1, en produit de polyndmes irréductibles sur R[X].



1.4. Polynomes de matrices, d’endomorphismes

Définitions. Soit P =ag+a; X +...a,X™ un polynoéme & coefficients dans K

1. Si u endomorphisme d’un K-espace vectoriel E alors on définit I’endomorphisme P(u) par :
P(u) = agld + aqu + ... + au”

2. Si A une matrice de M,,(K) alors on définit :
P(A) = aol, + a1 A+ ... + a, A"

3. Le polyndéme est dit annulateur de w (resp. de A) si P(u) =0 (resp P(A) =0).

Remarques.
1. Pour tout kde N,ona: v =uo...ou et AF=AxAx...xA.
2. On notera que le coefficient ag devient agld ou agl, .

3. Si x est un vecteur de E alors P(u)(x) a un sens mais P(u(x)) n’en a pas!

Exemples. Soit u un endomorphisme d’un K espace vectoriel E.
1. X? - X est un polynoéme annulateur de u si et seulement si u est un projecteur/une projection.

2. X2 -1 est un polynéme annulateur de u si et seulement si u est une involution linéaire/une symétrie.

PI‘OpI’iétéS. Soient u et v des endomorphismes d’un K-espace vectoriel E et P, @ des polynémes de K[X]. On a :
L (PQ)(u) = P(u) 0Q(u) = Q(u) o P(u)
2. Deux polynoémes d’un méme endomorphisme commutent.
3. Si v est bijectif alors : P (v ouov) = v'o P(u)ov
4. Si P est un polynéme annulateur de u, alors P(Q est encore un polyndéme annulateur de u.

On a des résultats similaires sur les polynémes de matrices, mais les o sont remplacés par x.

Méthode : calcul des puissances et de ’inverse d’un endo/d’une matrice a ’aide d’un

polynéme annulateur.” Soit P un polynome annulateur d’un endomorphisme u de dimension finie.

1. Pour calculer u™, on calcule le reste R de la division euclidienne de X™ par P. On a alors u"™ = R(u)

2. Si le coefficient constant ag de P est non nul alors u est inversible et : ™' = £ a;(l)g (u).

Exercice.2? Soit :

0 1 0
A=|-2 3 0
-1 1 1

1. Calculer A% -3A
2. En déduire A™! et A™ pour tout n de N.



1.5. Polynémes de Lagrange.

Théoréme - Les polynémes de Lagrange.” Soient n dans N et ap, ..., an dans K distincts.

1. Pour tout ¢ dans {0,...,n}, il existe un unique polynéme L; de K, [X] vérifiant L;(a;) = d;; pour tout j de
{0,...,n}. Ce polyndme vaut :
nooX- G,j

Li =

j=0 % =4

J#
2. La famille (Lo,..., L,) forme une base de K,[X].
3. Les coordonnées d’un polynome P de K,,[X] dans cette base sont :

(P(ap),P(a1),...,P(an))

En d’autres termes, on a :
P = P(ao)LO + P(al)Ll + ...+ P(an)Ln

4. En particulier,ona : Lo+ L1 +...+L, =1

Remarque. On peut se servir des polynémes de Lagrange pour approcher une fonction f. Dans ce cas, on choisit ag,
..., Gp, puis on approche f par le polyndme de Lagrange vérifiant P(a;) = f(a;) pour tout ¢ de {0,...,n}.

Exercice.” Soit A dans M., (K) semblable & une matrice diagonale D dont les coefficients diagonaux sont tous
différents. On définit de plus le commutant d’une matrice M par :

Cy = {NEM,L(K)/MN:NM}
On note également pour tout matrice carrée M a coefficients dans K :

K[M] = {P(M)/PeK[X]]

—_

. Montrer que C); est une K-espace vectoriel.

[\)

. Montrer que toute matrice diagonale de M,,(K) est un polynéme en D.

3. En déduire que :
Cp = D,(K) = K[D]

4. En déduire que : Cy = K[A4].



1.6. Polynémes de Tchebytchev.

Exercice - Polynémes de Tchebytchev. On définit la suite des polynémes de Tchebychev (T},) par
T0:1,T1:Xet:
VneN Ty = 2XT, -Th

1. Montrer que :
vnN, V0 € R, cos(nf) =T, (cosb) (%)
Montrer que T;, est le seul polynéme vérifiant la relation (*).
Calculer T5 avec la relation de récurrence, puis avec la relation (*).
Montrer que pour tout n de N, le polyndéme T,, est de degré n,

Montrer que pour tout n de N, le polynéme T,, scindé et a racines simples.

S Gk N

Montrer que pour tout n de N*, le coefficient dominant de T}, est 2" si n > 1. En déduire la forme factorisée de
T,.

Exercice. Calculer le déterminant :

X 1 0 ... 0
12X 1 -~
An(X) = |0 - 0
: 2X 1
0 0 1 2X

Exercice.” Calculer T,.(ch(zx)) pour tout = de R et pour tout n de N.

1.7. Relations coefficients-racines, racine n®™e,

Théoréme. Soit P=a, X" +...+a1X +ag un polynéme et A, ..., A, les racines complexes de P comptées avec
leur multiplicité. Alors :

AL+ 4, = oo A XX = (~1)2
an an

Théoréme - Racines n®™e de 1.2

. N 2ikw . . . . s
1. Les racines n°™° de 1 sont les e » avec k variant dans une liste de n entiers consécutifs.

éme

2. Sin>2, la somme des racines n°™¢ vaut 0, le produit vaut (-1)""1.

3. En particulier si n = 3, on posej:e%. Onal+j+j%2=0etj3=1.

Théoréme - Racines n®™® d’un nombre complexe a non nul.=

1. Les racines n°¢ de a sont les ¥/|ale n avec k variant dans une liste de n entiers consécutifs.

2. Sin > 2, la somme des racines n®® de a vaut 0, le produit vaut (-1)""1a.



Exercice.” Calculer > cos(kx) pour z dans R.
k=0

1.8. Développement en éléments simples

Théoréme.2 Soient P et Q dans R[X] et Q@ =Q" ... QP la décompositions en facteurs irréductibles sur K de Q.

Alors la fraction rationnelle g se décompose de facon unique a ’ordre pres des termes sous la forme :
(A A Aip.
F = E+ g2, s ”’7) (*)
S

ou F est le quotient de la division euclidienne de P par @ et les A;; sont des polynémes tels que deg(A;) < deg(Q;)
pour toutes valeurs de ¢ et k possibles.

Remarques.

1. Dans le cas ou K =R, les polynémes irréductibles sont de degré 1 ou de degré 2. Ainsi les polynémes A;; sont
constants si @Q; est de degré 1, ou dans Ry[X] si Q; est de degré 2.

2. Le polyndme F est nul si deg(Q) > deg(P), sinon son degré vaut deg(P) — deg(Q).

Exemple. Par exemple :

X7 .+ bX +c¢ N dX +e N f . g . h
(X2+1)2(X-1)3 X2+1 (X2 +1)2 X-1 (X-1) (X-1)3

Méthode dans le cas d’un pole Simple.@ Si p;=1 et Q;=X—-a alors A;; est une constante. Pour la
trouver, on multiplie par X —a I’équation (*) et on évalue en a. Dans les autres cas, on improvise.

1
: . . 2 1
Exercice.? Déterminer : f dx
o at-1
Exercice.®
1. Décomposer % en éléments simples pour tout polynéme scindé sur R.

2. En déduire que si P est scindé sur R alors PP — P2 > 0.




II. Matrices.

I1.1. Matrices élémentaires.

Définition. Soit p et ¢ fixés dans N*. On note E;; la matrice de M, (K) nulle partout sauf en position (4,5) ot elle
vaut 1.

Proprietes.

E; ij=
1. BBy = { OZ Zn]on K si le produit précédent a un sens.

P g
, est une base de M, (K). Plus précisément si A = (a;;) alors A = Z Z a;j Fij.
i=1j=1

2. (Eij)(i,j)e(l cop¥x{l,..iq

Exercice.” Déterminer Vect(Gl,,(K)). On pourra considérer les matrices I, + E;;.

I1.2. La trace.

Définition. La trace d’une matrice carrée est la somme de ses éléments diagonaux.
Propriétés.®

1. tr(*A) = tr(A) pour toute matrice carrée.

2. tr est une forme linéaire, cad une AL de M,,(K) dans K.
3. YA e M,y(K), Be My, (K), tr(AB) = tr(BA)

Exercice.2

1. Vérifier que : VA e M, (C),VB e M, (C), tr(AB) =tr(BA)

2. Déterminer toutes les applications linéaires de M,,(K) dans K vérifiant f(AB) = f(BA) pour tous A, B de
M, (K).



I1.3. Matrices définies par blocs

Théoréme.™ Soient A, B, C, D, Ay, By, C1, D1, As, Bo, Cy et Dy des matrices et A, u dans K.

1. Combinaison linéaire et produit.

A Al Bl N A2 B2 _ )\Al + IUAQ )\Bl + [LBQ
ci Dy |TH ¢, Dy | T | ACL+uCy ADy+pDs

Al Bl % A2 BQ _ Al.A2 + 3102 Al.BQ + Bl.DQ
Cl D1 02 D2 - Cl.AQ + chg ClBQ + D1D2

La seule condition étant que ces opérations soient cohérentes en terme de taille. Ces propriétés se généralisent
méme si les matrices sont coupées en plus ou moins de blocs. On fait comme si les blocs étaient des coefficients.

A Bl [ar T
¢ p| T |BT DT

det( ‘3 ; ) = det(A).det(B)

2. Transposée (Attention!)

3. Déterminant

4. Rang
(o 5 ) 2 e (o b ) = e

Exercice.” Soient A, B, C et D dans M, (R).

1. Vérifier qu’en regle générale :

det( 4 ) + det(AD - BC) # det(A)det(D) - det(B)det(C)

2. Montrer que si D est inversible et si C' et D commutent alors :

A B
det( C D) = det(AD - BC)

- . D 0
On pourra utiliser la matrice : ( ¢ D! )

IT1.4. Savoir interpréter les 0 d’une matrice

Définition et intérét. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E. Un sous-espace vectoriel F' de E est

stable par f si et seulement si :
VeeF, f(x)eF

Intérét : si F est stable par f alors endomorphisme f|% (la restriction de f & F & la source et au but) encore noté f,
existe. C’est I'endomorphisme induit par f sur F.



Propriétés.

1. Si F' et GG sont stables par un endomorphisme u alors F' + GG est encore stable par .

2. Soit M la matrice d’'un endomorphisme f dans une base (ey,...,e,) de la forme :

f(e1) flep) ... fleg) f(en)
0 0 €1
: : * :
0 0 €p-1
M = ep
* A * :
q
0 0 €q+1
* : :
0 0 €n

L’espace vectoriel F' = vect{ep, ..

Remarques. En particulier :
1. Si M est une matrice diagonale alors toutes les droites vectorielles Ke; sont stables par f.
2. Si M est triangulaire supérieure alors les Fj = Vect(ey,...,ex) sont stables par f.

3. Si M est triangulaire inférieure alors les Fj = Vect(eg,...,e,) sont stables par f.

Exercice. Soit 8 = (eq,...,e5) une base d'un K-ev E et f un endomorphisme de E tel que :

[f][s =

oo oo
O OO =N
o O Ut o O
ww o oo
N OO OO

Donner 18 sev stables par f.

.,€q} est stable par f, et A est la matrice de u, dans la base (ep,...



III. Opérations élémentaires et déterminants.

ITI1.1. Matrices d’opérations élémentaires.

Définition.

1.

2.

Propriétés.
1.

Il existe 3 opérations élémentaires (OF) sur les lignes d’une matrice.

o L;< Li+AL; avec A dans K. A la ligne i on additionne X fois la ligne j
o L L; On échange les lignes i et j.
o L, < ML avec A dans K*. On multiplie la ligne 7 par .

Il existe les 3 mémes OE sur les colonnes.

A chaque OFE «, on associe 'OE a~! définie par :

« at

LZ<—LZ+>\LJ L2<—Ll—)\LJ
Li <> Lj Lz <> Lj
Li <« )\Ll Li <~ )\_lLi

On définit de méme I'OE o' sil s’agit d'une OE sur les colonnes.

Soit o une OE. La matrice d’OE associée & « de taille n est la matrice F,, obtenue en effectuant 'OE « sur la
matrice unité I,,. Les noms de ces matrices sont respectivement : matrice de transvection, matrice de transposition
et matrice de dilatation.

Si on peut passer de A & B par une suite d’OE sur les lignes, respectivement sur les colonnes ou sur les lignes et
les colonnes, on note :
A~B A~B A~ B
L Cc LC

Pour toute OE «, la matrice F,, est inversible et F;l =F,.

2. Effectuer une OE « sur les lignes de A revient a multiplier A a gauche par F,.

3. Effectuer une OE « sur les colonnes de A revient a multiplier A a droite par Fy,.

4. Les relations ~, ~ et ~ sont des relations d’équivalence sur M, (K).

IT1.2. Pivot de Gauss.

Définition.

1.

Une matrice est échelonnée si et seulement si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

— Les lignes de 0 sont regroupées sur le bas de la matrice c’est-a-dire que si la matrice contient une ligne de 0,
les lignes suivantes sont aussi des lignes de 0.

— Les premiers coefficients non nuls de chaque ligne (s'ils existent) se décalent strictement sur la droite de ligne
en ligne. En d’autres termes si le premier coefficient non nul d’une ligne est sur la colonne i alors le premier
coefficient non nul des lignes suivantes seront sur une colonne strictement supérieure a i.

2. Dans une matrice échelonnée, les premiers coefficients non nuls de chaque ligne sont appelés des pivots.

3. Une matrice est échelonnée réduite si et seulement si elle est échelonnée, les pivots sont égaux a 1 et les colonnes

avec des pivots ne contiennent que des 0 a part le pivot.
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Algorithmes du pivot de Gauss. Il existe un algorithme permettant de transformer toute matrice en :

Algorithme du Matrice Type
pivot. .. obtenue d’OE
partiel sur Matrice OE sur
les lignes échelonnée les lignes
complet sur Matrice OE sur
les lignes échelonnée réduite les lignes
sur les lignes I. 10 OE sur les lignes
et les colonnes ( 0 0) et les colonnes

Propriétés.

1. Les seules matrices échelonnées réduites inversibles sont les matrices unités I,, pour n dans N*.

2. Toute matrice inversible est le produit de matrices d’OE.

3. Pour toute matrice, il existe une unique matrice échelonnée réduite qui lui soit équivalente par lignes.
4

. Les matrices échelonnées équivalentes par lignes ont le méme nombre de pivots. C’est par définition le rang de la
matrice.

IT1.3. Décomposition LU.

Définitions.

1. Une Matrice A admet une décomposition LU si et seulement s’il existe une matrice triangulaire inférieure L (L
pour Lower) avec des 1 sur la diagonale et une matrice triangulaire supérieur U (U pour Upper) vérifiant A = LU.

2. Le mineur dominant principal d’ordre £ d’une matrice A est le déterminant de la sous-matrice de A obtenue en
enlevant & A les lignes et les colonnes strictement supérieures a k.

Exemple. Les mineurs dominants d’ordre 1, 2 et 3 de :

1 2 3
4 5 6
7 8 9
sont :
1 2 3
=1 ‘i ?’:_3 45 6|=0
7 8 9

Remarques importantes pour bien comprendre le théoréme.
1. Les OE du type L; < L; + AL; avec j < ¢ ne modifient pas les mineurs dominants principaux.

2. Si les mineurs dominants principaux sont non nuls, il n’y a pas besoin d’échanger des lignes dans ’algorithme du
pivot de Gauss.

Théoréme. Soit A une matrice carrée dont les mineurs dominants principaux sont non nuls.
1. Montrer A admet une décomposition LU.

2. Montrer que cette décomposition est unique.
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Exercice.” Déterminer la décomposition LU de la matrice :

A:

N =
W N =
W — =

IT1.4. Déterminant de Vandermonde.

Théoréme - Déterminant de Vandermonde.™ Soient Ao, -+ Ap dans K.
1 x A2 ...oAn
1 A A2 ar
V(AOa--w)\n) = 1 )\2 )\% )\g = H (/\]—/\1)
def O<i<j<n
1 A A2 oan

Ce déterminant appelé déterminant de Vandermonde. En particulier, il est non nul si et seulement si les coefficients Ag,
..., Ap sont distincts.

Exercice - Vandermonde incomplet. En fonction des réels a, b, ¢ et d, donner la valeur de :

Exercice - Vandermonde perturbé. Soient a, b, c et d des réels. Posons :

2 2 2 2 r+1 x+1 x+1 x+1
l+a 140 1+c 1+d r+a x+b xT+c x+d
A = f(z) =
T+a?2 1402 1+ 1+d2 z+a? x+b2 x+c2 x+d?
1+a® 148 1+ 1+d° z+a® z+b z+E x+d

1. Montrer que 'application f est affine.
2. En déduire A.

Remarques.
1. Les deux exercices précédents se généralisent bien sfir aux matrices de taille n x n.

2. Notons J est la matrice ne contenant que des 1 (C’est la matrice Atilla). La méthode pour résoudre l’exercice est
a employer dés qu’on cherche det(aJ + A) et que 'on a det(A) et det(8J + A) pour un certain 3

12



Exercice. Montrer que les familles de fonctions suivantes sont libres :

L (e™?,... e*") avec ay,...,a, distincts dans C.
2. (cosaqt,...,cosayt) avec aq,. . .,a, distincts dans R*.
3. (sinait,...,sinay,t) avec ay,. . .,q, distincts dans RY.

Exercice. Le but de l'exercice est de redémontrer I'existence des polynémes de Lagrange avec le déterminant de
Vandermonde. Soient ay, ..., a, distincts dans R et notons ¢ I’application de R,,[X] dans R"*! définie par :

VP eR,[X], ¢(P)=(P(ao),...P(an))

1. Montrer que ¢ est un isomorphisme.

2. En déduire qu’il existe une famille de polynémes (L, ..., L,) qui forme une base de R,,[X] et qui vérifie :

Vl,] € {O,...,n}, Li(aj) :51']'

IT1.5. Déterminant d’une homothétie perturbée.

Exercice.” Soit a, b et ¢ dans R. Posons :

a b b b b
b : :
Al(Cl,b) = . ¢ b AQ(avba C) = a b
b b a c c a

1. Calculer Aq(a,b) a l'aide d’OE.

2. Notons Agp. la matrice associée au déterminant Ag(a,b, c) et posons f(x) = det(Aqpe + xJ) avec J la matrice ne
contenant que des 1. Montrer que f est affine.

3. En déduire la valeur de As(a,b,c) pour b # c.

4. En admettant que As soit continue par rapport a ¢, retrouver la valeur de Ay a l'aide de celle de As.
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IV. Algebre linéaire.

IV.1. Produits, sommes directes et recollement de bases.

Théoréme.*

1. Soient Fj,..., F, des K-espace vectoriel, alors le produit cartésien F; x ... x F, muni des lois :

(1, yxn) + (Y1, Yn) = (1 +Y1,-- s Tn +Yn)
V)‘EKv V(xlw"axn)7 (y17"'7yn)EE1X~~'XEn7
Az, xn) = (A, Aay)

est un K-espace vectoriel.

2. Siles Fy,...,FE, sont de dimension finie alors :

dim(E; x...x E,) = dim(Fy) + ... + dim(E,)

Définition-Théoréme. Soient Fy,..., F,, des sous espaces vectoriels de E.

1. La somme F +...+ F,, est le sous espace vectoriel de E définie par :
Fiv oo+ Fyo= {ais vy [ Vie{l,. 0}, me B}

2. La somme Fj+...+F, est directe si tout élément x de Fy +...+ F, se décompose de maniére unique en z1+...+x,
ou chaque z; est dans F;. On note F1 @ ... ® F),.

Théoréme. 11 y a équivalence entre :

Fro...e F,
T1+...t2, =0 — x1=...=2,=0

ViE{l,...,n}, (F1+--~+E—1+Fi+1+--~+Fn) nF = {0}

Remarques.

1. Attention! Fy @ ... @ F,, est a la fois Uensemble Fj + ...+ F,, et une proposition (unicité de la décomposition).
2. Danslecasn=2,0n a :
FioF, «<— Finky 2{0}

3. Pour que la somme soit directe, Fy n Fon...n F, = {0} ne suffit pas, ni F; nF; = {0} pour tout i et j différents.
11 suffit de prendre trois droites vectorielles de R? non confondues deux & deux pour avoir un contre-exemple.

Théoréme - Recollement de bases.™ Soient Fi,...,F, des sev d'un K-ev de DF E.

1. Notons f1,...,8, des bases respectivement des sev Fi,..., F, :

EF=Fie..oF, <  [1U...Uf, est une base de F/

ou f1U...Uf, désigne la famille contenant la liste des vecteurs de 81 puis ceux de B3, ete...On dit que S U...U S,
est une base de F adaptée a la somme directe F1 @& ... ® F,

2. De plus :

dim(F1) + ... + dim(F,)
dim(Fy) + ... + dim(F,)

De plus il y a égalité si et seulement si la somme est directe.

dim(Fi1 ... F,)
dim(Fy +...+ F,)

IN
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Remarque. Ona F16...0 Fy, ~ Fy x...x Fy, puisque les dimensions sont les mémes.

Exemple. Ainsi, en appliquant le théoréme précédent en prenant Fy,...F, égaux a des droites vectorielles, on trouve :

E = Key®... 9 Ke, <= (e1,...,e,) est une base de E

On rappelle que Ke; = Vect{e;}.

IV.2. Sommes directes en pratique.

Méthode - Comment montrer que E=F,&... @ F, 7

Si on connait les dimensions des Sinon
F; et de E et si elles sont finies.
Etape 1 Etape 1
On montre que 0 se On montre que 0 se
décompose de maniere unique dans décompose de maniere unique dans
Fr+...+ F, Fi +...+ F,
Etape 2 Etape 2
On vérifie que : On montre que tout vecteur z
dim(E) = dim(Fy)+...+dim(F,) se décompose dans la somme
Fy+ ...+ F,

Remarque tres importante. Si n =2 alors on remplace 1’étape 1 par Fy n Fy = {0}.

Exercice - Sommes directes Classiques.

1. Montrer que :

Mn(R) = Sn(R)EBAn(R)

2. Montrer que :
F(R,R) = P(R,R) & Z(R,R)

avec P(R,R) et Z(R,R) les R-ev des fonctions paires et impaires de R dans R.

IV.3. Rang.

Définitions. Le rang est défini pour 3 objets mathématiques différents :

e Pour une matrice A : rg(A) = nombre de pivots.
e Pour une application linéaire f : rg(f) = dim(Im(f))
e Pour une famille de vecteurs (uq,...,up) @ rg(uy,...,up) = dim(vect(ui,...,up))
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Liens entre ces 3 rangs. Soient f ¢ L(E,F) et (u1,...,u,) une famille de E. Alors pour toutes bases
By =(e1,...,en)de Eet 8, de F :

« 79(f) Tg([f]ﬂEﬁF)

o Tg(ur,...,up) = Tg([(ul,...,up)]BE)

crg(h) = 1o (e, f(en)

Propriétés.

1. Soit A dans M,,(K), alors A inversible si et seulement si rg(A) = n.
2. Soit F une famille d'un K-ev E de DF.

o F est une famille libre si et seulement si rg(F) est égal au nombre de vecteurs de F.

e F est une famille génératrice de E si et seulement si rg(F) = dim(E).

o F est une famille base si et seulement si rg(F) = dim(FE) et si rg(F) est égal au nombre de vecteurs de F.
3. Soit f une AL de F dans F avec E et F' des K-ev de DF.

e f est injective si et seulement si rg(f) = dim(FE).

o f est surjective si et seulement si rg(f) = dim(F).

o f est bijective si et seulement si rg(f) = dim(FE) = dim(F).

Remarque. Pour trouver le rang d’une AL, d’une famille ou d’une matrice, il suffit de se ramener au rang d’'une
matrice et d’utiliser le pivot de Gauss.

Exercice.™ Soit £ un K-ev de dimension n et f, g€ L(E). Montrer que :

rg(f)+rglg)-n < rg(fog) < min(rg(f),rg(g))
lrg(f)-rg(g)l < rg(f+g9) < rg(f)+rg(g)
IV.4. Le théoréme du rang.
Théoréme.™
1. Soit F un k-ev de DF, F un k-ev de dimension quelconque et f une AL de E dans F, on a alors Im(f) est de
DF et :

dim(E) = rg(f) + dim(Ker(f))

2. Soit A dans M, (K), alors :
qg = rg(A) + dim(Ker(A))
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Conséquences. Dans les mémes conditions que dans le théoreme :

1. Une AL conserve ou abaisse la dimension, c’est-a-dire pour tout sev H de DF de FE :
dim(f(H)) < dim(H)

elle la conserve pour tout sev si et seulement si f injective.
2. Si de plus dim(E) = dim(F’) alors :

f injective <  f surjective < [ bijective

IV.5. Invariants de similitude.

Définition - invariants pour une relation d’équivalence. Soit £ un ensemble et ~ une relation
d’équivalence sur FE.

1. Un invariant de ~ est une application dont E est I'espace de départ et qui est constante sur les classes d’équivalence.
Formellement, I’application f est un invariant si et seulement si :

Veek, x~y = f(z)=f(y)
2. Un invariant idéal de ~ est une application qui sépare les classes c’est-a-dire une application f telle que :

VeeE, z~y < f(z)=f(y)

Remarques.

1. A quoi sert un invariant ? Il sert a vérifier que 2 éléments ne sont pas équivalents. En effet si f(z) # f(y) alors
x fy. Un invariant (non idéal) ne peut pas servir & montrer que des éléments sont équivalents.

2. A quoi sert un invariant idéal? Il sert & vérifier que 2 éléments sont ou ne sont pas équivalents. En effet si
f(x) = f(y) alors x ~ y, sinon z fy.

3. Quand on a une relation d’équivalence, on cherche un invariant idéal. Si on en trouve un, on s’arréte. Si on n’en a
pas, on cherche autant d’invariants que possible en espérant que la quantité remplace le manque de qualité.

Propriétés.

1. Le rang, le déterminant et la trace sont des invariants pour la relation ~. On dit que ce sont des invariants de
similitude. Aucun d’eux n’est un invariant idéal.

2. Le rang est un invariant pour les relations ~ et o (Attention ce n’est pas le cas pour le déterminant et la
trace).

3. Le rang est un invariant idéal pour la relation o cad que pour A et B dans M,,(K)

A~ B < rg(A) = rg(B)

Définition. Soit v un endomorphisme, on appelle det(u) le déterminant de 'une de ses matrices (peut importe
laquelle puisque det est un invariant de similitude). De méme on définit ¢r(u) la trace de I'une de ses matrices. On
peut rééditer 'exploit a chaque fois que ’'on découvre un invariant de similitude.
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Méthode.™ Soit A et B dans M., (K).

1. Comment montrer que A et B ne sont pas semblables ? On montre que det(A) # det(B) ou rg(A) #rg(B) ou
tr(A) #tr(B).

2. Comment montrer que A et B sont semblables ? On considere ’AL canoniquement f, associée & A et on montre
qu’il existe une base dans laquelle la matrice de f, est B.

Exercice.™

1. Montrer que les matrices A et B ne sont pas semblables dans les 3 cas suivants :

Casl Cas2 Cas3

1 1 000 30

1 4 020 0 1
0 0 -1

2. Montrer que :

IV.6. Projections et symétries.

Définitions. Soit E un K-ev et F, G des sev de E tels que E = F & G. Tout = de E se décompose alors de manicre
unique en x1 + r9 avec 1 € F et x5 € G.

1. L’application p qui a = associe x; est appelée projection sur F' de direction G. On a donc :

p: FeG - FE

1 +To2 = I

2. L’application s qui a x associe x1 — 2 est appelée la symétrie par rapport & F' de direction G. On a donc : la
fonction :

S

FeG
T+ T2

18
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Théoréme. Soit E un K espace vectoriel.
1. Soit p une application de E dans E alors

p est une application linéaire,

est une projection de F —
P pre] { pop = p

De plus p est une projection sur Im(p) = Ker(p— Id) par rapport & Ker(p).

2. Soit s une application de E dans E alors

s est une application linéaire,

t étrie de E
s est une symétrie de — { sos = Id

E

De plus s est une symétrie par rapport Ker(s — Id) parallelement & Ker(s + Id).

3. Soit F et G des sev de F vérifiant £ = F & G. Notons s la symétrie par rapport a F' et de direction G et p la
projection sur F' par rapport a G. On a alors :

s = 2p-1d

Remarque trés utile. Si p est la projection sur F' de direction G alors Id — p est la projection sur G' de direction
F.

Exercice.™ Soit p une projection d’un espace vectoriel de dimension finie. Montrer que : tr(p) = rg(p).

Exercice.™ Soit E = F(R,R). Notons par ¢ 'application de E dans E définie par :

VfGE, VIG]R, ¢(f)($) = f(—l?)

Montrer que ¢ est une symétrie dont vous donnerez les éléments caractéristiques. Quelle est la projection associée ?

IV.7. Formes linéaires et hyperplans.

Définitions. Soit £ un K-ev de dimension finie.
1. Unsev H de E est un hyperplan de E si et seulement sa dimension est égale & dim(E) - 1.
2. L’espace dual de E est E* = L(E,K). Ainsi E* contient I’ensemble des formes linéaires de E.

Remarques.
1. Les hyperplans en dimension 2 sont les droites vectorielles.

2. Les hyperplans en dimension 3 sont les plans vectoriels.
3. dim(E*) = dim(L(E,K)) = dim(FE)

Théoréme - Liens entre formes linéaire et hyperplans.™ Soit E un espace vectoriel (de dimension
finie).

1. Le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan.
2. Inversement, tout hyperplan est le noyau d’au moins une forme linéaire non nulle.

3. Les formes linéaires non nulles ayant le méme hyperplan pour noyau sont proportionnelles.
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Théoréme - Equation d’un hyperplans. Soit F un espace vectoriel de dimension finie. On se place dans
une base de E.

1. Les coordonnées (z1,...,2,) des vecteurs d'un hyperplan en DF sont exectement les solutions d’une équation du
type :
ary + ... + apzy, = 0
avec (a,...,an) # (0,,...,0).

2. Inversement les solutions d’une équation de ce type forment un hyperplan.

3. Deux équations d’un hyperplan représentent le méme hyperplan si et seulement si les équations sont proportion-
nelles.

Remarques.

1. Le premier théoréme est encore vrai en dimension infinie a condition d’étendre la définition des hyperplans. Pas
le second puisqu’on se place dans une base.

2. Les droites vectorielles en dimension 2 sont de la forme ax +by =0 avec (a,b) # (0,0)
3. Les plans vectoriels en dimension 3 sont de la forme ax + by + cz =0 avec (a,b,c) # (0,0,0)

4. Les droites vectorielles en dimension 3 sont de la forme :

ax + by + cz = 0
asr + boy + ez = 0

avec (a1,b1,¢1) et (ag,be,c) non proportionnelles (On les exprime comme 'intersection de 2 plans sécants
distincts).

Exercice.™ Posons H = {P eR,[X]/ P(1)=0}.
1. Montrer que H est un hyperplan.
2. Déterminer une équation de H dans la base canonique.

3. Déterminer toutes les formes linéaires ayant H pour noyau.

IV.8. Parties convexes.

Définitions.
1. Soit = et y dans E. Le segment [z, y] est Pensemble :

(9] = {)\.x+(1—/\).y / )\6[0,1]}

2. Une partie A de FE est convexe ssi pour tous z, y de A, le segment [x,y] est encore dans A. Ainsi A est convexe
si et seulement si :

Ve,ye A, YAe[0,1], Az + (1-N)y € A

3. Un combinaison linéaire convexe (CLC) de z1,...,x, dans F est une expression du type
MT1+ ...+ ATy avec A1 +...+ X, =1 et Aq,...,\, dans R*.
4. Un ensemble A est stable par CLC ssi pour tous z1,...x, de A les CLC de z1,...,x, sont encore dans A.

5. Soit A une partie de E. On note Conv(A) le plus petit convexe contenant A. C’est 'enveloppe convexe de A
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Exemples. Dans R? :

Convexe Non convexe

Théoréme.*

1. @ est convexe.
A est convexe ssi A est stable par CLC
L’intersection de convexes est encore un convexe.

Les espaces vectoriels et les boules d’un evn sont convexes.

gUk LN

Pour toute partie A, I’enveloppe convexe conv(A) est 'ensemble des CLC que l'on peut former avec des éléments
de A.

. b
Exercice.”™ Montrer que A = { [ CCL d ] | a+b+c+d=1 } est convexe. Est-ce un espace vectoriel 7

Exercice.® Montrer que I'ensemble des polynémes & coefficients positifs est convexe.

.
Montrer que dans R, les convexes sont exactement les intervalles.

Exercice.
Exercice.™ On dit qu’une matrice de M,,(R) est une matrice stochastique si :
« Tous les coefficients de M sont dans [0, 1],

» La somme des coefficients d’une méme ligne fait 1.

1. Posons U la matrice colonne ne contenant que des 1. Montrer qu'une matrice A de M, (R") est une matrice
stochastique si et seulement si AU =U.

2. Montrer que I'ensemble des matrices stochastiques est un convexe de M,,(C).
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